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Resumen

Este estudio, tiene como objetivo conocer el potencial didactico del instrumento jacente no plano para la ensefianza de congruencia de
triangulos en la formacion del futuro profesor de matematicas. Entonces, para un enfoque cualitativo de investigacion, fue realizada una
actividad de uso del instrumento con estudiantes de Licenciatura, esa accion se sostuvo bajo la Actividad Orientadora de Ensefianza, que tiene
bases en el concepto de actividad de Leontiev (1903-1979) y en la teoria historico-cultural. El uso del instrumento jacente no plano, hace
posible que los estudiantes utilicen conocimientos matematicos en situaciones practicas y ademas colabora para entender como diferentes
conceptos geométricos se relacionan. Concluimos que el aporte del aparato a la ensefianza favorece el flujo de pensamiento de los estudiantes,
en el sentido de aprender, significar y reconfigurar conceptos.

Palabras-clave: /nstrumento Jacente no Plano. Congruencia de Triangulos. Conexion Entre Historia y Ensefianza de Matematicas. Formacion
de Estudiante de la Licenciatura en Matematicas.

Abstract

This study aims to know the didactic potential of the instrumento jacente no plano for the teaching of congruence of triangles in the formation of
the future mathematics teacher. Then, for a qualitative research approach, an activity was carried out to use the instrument with undergraduate
students, this action was held under the Teaching Guiding Activity, which is based on the concept of activity by Leontiev (1903-1079) and
in historical-cultural theory. The use of the instrumento jacente no plano makes it possible for students to use mathematical knowledge in
practical situations and also helps to understand how different geometric concepts are related. We conclude that the contribution of the
apparatus to teaching favors the flow of thought of the students, in the sense of learning, meaning and reconfiguring concepts.

Keywords: Instrumento Jacente no Plano. Congruence of Triangles. Connection Between History and Math Teaching. Student Training for
the Bachelor of Mathematics.

1 Introduccién a alumnos de grado en Espaila). Ya del campo de la historia

, . . ., . de la matematica, es utilizado como recurso el instrumento
El presente articulo sigue la direccion de un conjunto

de trabajos que buscan construir una relacion entre historia Jacente no plano, propuesto por Pedro Nunes (1502-1578) en

y ensefianza de la matematica (Urbaneja, 1991). Al hablar el s. XVI. La eleccion por este aparato reposa en el hecho de

de conexion, se tiene en mente un conjunto de acciones y ~ d4€ €M SU construccion y uso hay incorporados conceptos de

producciones que surgen del dialogo entre las dos 4reas de ~ geometria.

estudio, teniendo como foco la ensefianza y que se constituyen También tuvo importancia la seleccién de ese aparato,

mediante una aproximacion entre las partes que las envuelven la compresién de que los instrumentos no son neutros, y

y nutren los temas en cuestion (Saito y Dias, 2013, Saito, ~ POT €sa razon pueden revelar el proceso de construccion del

2016, Pereira & Saito, 2019a).

Aqui, la educacion matematica e historia de la matematica
son areas de investigacion que promueven una articulacion,
ambas se aproximan de forma para dialogar entre si, a partir
de elementos como el propio conocimiento matematico,
en que son contempladas tanto cuestiones historicas como
también didacticas. Para esta interaccion, del campo de
la educacion matematica, se vuelcan los esfuerzos para la
ensefanza de conocimientos geométricos en la formacion de
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas (equivalente
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conocimiento (Hankins & Silverman, 1995, Van Helden &
Hankins, 1993, Martinez & Aymerich, 2014). Ellos hacen
parte de un contexto particular de una época, buscaban atender
necesidades y demandas especificas, en este sentido, hacian
parte de una episteme, o sea, del mapa, de conocimiento que
circulaba en su periodo de elaboracion (Saito, 2014).

En el caso especifico del instrumento jacente no plano, la
lectura a priori de la descripcion de construccion y del uso,
escrita por Pedro Nunes en De arte atque ratione navigandi
(1573), ya apunta algunos de los conocimientos que son
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promovidos, por ejemplo, de navegacion y construcciones
geométricas (graduacion de una circunferencia en 360 grados
y construccion de un triangulo rectangulo isosceles). El fue
propuesto como una alternativa mas para determinacion de
la medida de la altura del Sol por encima del horizonte, para
ese fin ya se tenian, por ejemplo, el astrolabio y el cuadrante
nautico (Nunes, 2012).

Del presente estudio, es fruto de una investigacion
iniciada en el ambito de una investigacion de master, en la
cual se busco explorar el instrumento jacente no plano con
vistas a favorecer la ensefianza de matematicas a partir de una
unién entre historia y enseflanza de la matemética (Oliveira
& Pereira, 2021). Aqui, se vuelve la mirada del analisis
para la etapa de la accion formativa en que estudiantes de la
Licenciatura en Matematica, discuten acerca de la medida
ofrecida por el referido aparato, particularmente al promover
el concepto de congruencia de tridngulos.

En ese sentido, la indagacion especifica del presente
estudio es saber: jcomo el instrumento jacente no plano puede
favorecer la ensefianza de la congruencia de triangulos en la
formacion de estudiantes de la Licenciatura en Matematicas?
De tal pregunta, fue establecido como objetivo: conocer el
potencial didactico del instrumento jacente no plano para la
ensefanza de la congruencia de tridngulos en la formacion del
futuro profesor de matematicas.

Como forma de potenciar la exposicion de ese estudio, en
la secuencia, ya es indicado el marco teorico que sustenta esta
investigacion, posteriormente son presentados los elementos
metodologicos que guian da investigacion, ya en una tercera
seccion se da lugar a los resultados y por fin, se tienen las
posibles conclusiones.

2 Marco Teérico
2.1 (El que es el instrumento jacente no plano?

El instrumento jacente no plano es una concepcion del
Cosmografo-mor' Pedro Nunes, que estaba desarrollado
a atender la necesidad de determinar la altura del Sol por
encima del horizonte. Medida esa, que era bastante calculada
por navegantes para favorecer el calculo de la latitud (Oliveira
& Pereira, 2019). Aqui, ese aparato es analizado a partir del
cuarto volumen de las obras de Pedro Nunes publicado por la
fundacion Calouste Gulbenkian y la Academia de las Ciencias
de Lisboa, De arte atque ratione navigandi de 2008, edicion
moderna que corresponde a la publicacion del quinhentista?
en 1573.

En esa obra, el instrumento se encuentra en el segundo
libro, titulado: sobre as regras e os instrumentos para

descubrir as aparéncias das coisas, tanto maritimas como
celestes, partindo das ciéncias matemdticas, de Pedro Nunes,
de Alcacer do Sal. En particular, el instrumento es descrito en
sexto capitulo, el cual trata sobre los instrumentos con que se
toman las alturas y las distancias de los astros. De entre las
instrucciones para la construccion, se dice:

Se divide, entonces, una tabla circular abed en 360 grados,
como es costumbre, colocandola paralela al horizonte y se
fabrica, en un material duro, un tridngulo rectangulo e isdsceles
fgh, de modo que los lados fg y gh hagan un angulo recto y
sean iguales al semidiametro del circulo trazado. Coloquese
entonces ese triangulo perpendicularmente a la tabla circular,
de tal modo que el lado gh se ajuste perfectamente a ae,
semidiametro del circulo, esto es, que se quede g con a, y
h con e; por consiguiente el punto f se quedard por encima.

Coloquese también un punzon perpendicularmente al plano,
en cualquier punto del didmetro bd. (Nunes, 2008, p.58)*

Se nota que Pedro Nunes propone que para la fabricacion
se debe graduar una tabla circular en sus 360 grados, sobre
la cual se debe poner un punzoén y un triangulo rectangulo
isosceles. En el recorrer de la exposicion del cosmografo-mor,
se comprende la existencia de dos posibles configuraciones,
una de ellas, en una tabla circular y la segunda en una cuadrada
(Canas, 2011, Leitao, 2008, Nunes, 2008, Nunes, 2012, Reis
2003). Sin embargo, en la tabla cuadrada, se nota la existencia
de dos variaciones, una en que el punzon es sustituido por
la construccion de una recta tangente y la tercera haciendo
alteraciones en las dimensiones del triangulo y en la graduacion
del circulo. Sobre esas versiones, se observa (Figura 1):

Figura 1 — En la tabla circular (A); en la tabla cuadrada (B); en la
tabla cuadrada con alteraciones en las dimensiones del triangulo
y en la graduacion de la circunferencia (C)

Fonte: autores.

En esas configuraciones, se observa que ellas tienen
en comun, el hecho de poseer un triangulo colocado
perpendicularmente sobre la tabla del aparato. Pero, (A) y
(B), divergen en la configuracion de la tabla, en que una es
circular y la otra cuadrada, ademas de eso, aun se diferencian
por la existencia de un punzén (en la version de la tabla
circular) y de una recta tangente (en la version de la tabla
cuadrada). En la variacion de la tabla cuadrada, al centro
de la Figura 1, la recta tangente, aparece como alternativa

1 Nombre del mas alto cargo publico, del Reino de Portugal, que se dedicaba a la cosmografia.

2 Relativo a quinhentismo, periodo artistico-cientifico portugués y brasileiio que corresponde desde 1500 hasta 1601.

3 Traduccion propia del original: Divida-se, entdo, uma tabua circular abcd em 360 graus, como ¢ costume, colocando-a paralela ao horizonte e
fabrique-se, num material duro, um triangulo rectangulo e isosceles fgh, de modo que os lados fg e gh facam um angulo recto e sejam iguais
ao semididmetro do circulo tragado. Coloque-se entdo esse triangulo perpendicularmente a tabua circular, de tal modo que o lado gh se ajuste
perfeitamente a ae, semidiametro do circulo, isto ¢, que fique g com a, e h com e; por conseguinte o ponto f ficara para cima. Coloque-se também um
estilete perpendicularmente ao plano, em qualquer ponto do didmetro bd.(Nunes, 2008, p.358).
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para sustituir el punzon, hecho eso, el instrumento atn asi,
mantiene su finalidad y validez. En el aparato ilustrado en (C),
el tridngulo puesto perpendicularmente sobre la tabla (sobre
¢l, Pedro Nunes se refiere como triangulo duplicado), ahora
tiene su lado congruente al diametro de la circunferencia y
la semicircunferencia esta repartida en 90 partes congruentes.

Ya es sabido que el instrumento jacente no plano fue
pensado como alternativa para determinar la medida de la
altura del Sol encima del horizonte y, que para ¢l ser utilizado,
¢l debe ser puesto, paralelamente al plano del horizonte en
el que el observador estd. No obstante, cabe todavia exponer
la logica que asegura la validez del instrumento en obtener
la referida medida. Para eso, tomando como referencia
la configuracion del aparato ilustrada en el dentro de la
Figura 1, (A), se nota que los rayos del sol al incidir sobre
el tridangulo, hacen con que ¢l proyecte una sombra sobre la
circunferencia graduada en la tabla del aparato, sobra esa que
es responsable por indicar la altura del Sol al Zenit, en cuanto
que su complementar es la altura del Sol encima del horizonte
(Figura 2).

Figura 2 — Representacion hipotética de uso del instrumento
Jacente no plano

Medida el angulo entre el Sol y el Cenit

Medida de la altura del Sol sobre el Horizonte

Recta tangente al circulo, .- -

—
Medida de la altura del Sol sobre el Horizonte gif¥%

/ Medida el angulo entre el Sol y el Cenit

Fonte: autores.

En el borde de la tabla cuadrada del instrumento, se tiene
la circunferencia graduada y su division en cuatro cuadrantes.
La altura del Sol, como se puede observar, fue verificada en el
aparato en base a la sombra proyectada por el triangulo AEF,
que esta perpendicular a la tabla. La sombra estd formando,
en la tabla del instrumento, otro triangulo (4EK), en que su
lado EK, al interceptar el cuadrante AEB de la circunferencia
de centro E, proporciona el arco de la altura del Sol encima
del horizonte (representado en esa ilustracion por el arco en
color azul) y su complemento, que se refiere a la medida del
angulo entre el Sol y el Zenit (representado por el arco en
color naranja).

En la situacion de uso, ocurre que el triangulo de la
sombra proyectado sobre la circunferencia es congruente al
triangulo AFK por L.AL. (Lado-Angulo-Lado). Asegurada
esa congruencia entre los referidos tridngulos, por definicion
de angulo opuesto por el vértice, se sabe que el angulo
AFK corresponde a la altura del Sol al zenit, asi como la

parte sombreada sobre el cuadrante de la tabla también
correspondera a esa altura. Entonces, es posible concluir que
el complementar del angulo AFK indicara la altura del Sol
encima del horizonte, que, en el instrumento, equivale al arco
que va de B hasta la interseccion del lado EK sobre el arco que
forma el cuadrante AEB.

2.2 El fundamento teorico de la actividad

En cuanto a la propuesta de relacionar historia y ensefianza
de matematica, aqui asumida, cabe destacar que en ella
la funcién de la historia de la matematica es proporcionar
recursos para que el profesor contextualice, comprenda y
explore el conocimiento matematico. De entre, las inniimeras
posibilidades que la historia puede ofrecer, investigaciones
recientes han dado énfasis al trabajo con la construccion y/o
uso de instrumento antiguos (Albuquerque, 2019, Alves,
2019, Batista & Pereira, 2020, Beo, 2015, Oliveira, 2021,
Pereira & Saito, 2019a; Silva, 2019). Una de las justificativas,
es que tales aparatos, promueven:

Un movimiento de concepciones familiares para otras
bastantes no comunes. Ese movimiento y la dialéctica
proporcionada por la articulacién entre dos concepciones
diferentes (del pasado y del presente) favorecen la
reconstruccion de las ideas matematicas ya preconcebidas
y sedimentadas por el discente, haciéndolo (re)significar el
objeto matematico. En ese movimiento el objeto matematico
es desconectado de las redes formales y reintegrado al proceso
de su elaboracion, haciendo al discente tomar conciencia de

que la formalizacion es también una construccion. (Saito,
2014, p.29)*

En ese sentido, se entiende que el estudio de instrumento
se presenta como alternativa capaz de hacer posible a los
discentes significar y aprender conceptos de la Matematica
historicamente construido. Pensando en el trabajo con
los conceptos geométricos, activados a través del uso del
instrumento jacente no plano, se puede recorrer a la episteme
de la época de elaboracion del aparato como forma de buscar
elementos que conduzcan a los estudiantes a procesos de
pensamiento que permitan corregirlo, complementarlo y
desarrollarlo.

Para el desarrollo de la propuesta de relacion entre
historia y ensefianza de matematica en cuestion, son previstos
dos movimientos: “el movimiento del pensamiento en la
formacion del concepto matematico” y el “contexto en el cual
los conceptos matematicos fueron desarrollados”. La finalidad
de esos movimientos es hacer posible al educador promover
la reflexion sobre el proceso historico de la construccion
del conocimiento matematico (Saito & Dias, 2013). Las
inquietaciones/dudas del profesor, frente al desarrollo de esas
dos etapas, hacen surgir un nuevo objeto. Asi que ese “objeto
es arrancado de su trama, €l revela las diversas conexiones

4 Traduccion propia del original: Um deslocamento de concepgdes familiares para outras bastante incomuns. Esse deslocamento e a dialética proporcio-
nada pela articulacao entre duas diferentes concepgoes (do passado e do presente) favorecem a reconstrucdo das ideias matematicas ja preconcebidas e
sedimentadas pelo discente, fazendo-o (re)significar o objeto matematico. Nesse movimento o objeto matematico ¢ desconectado das malhas formais e
reintegrado ao processo de sua elaboragao, fazendo o discente tomar consciéncia de que a formalizagdo ¢ também uma construgdo. (Saito, 2014, p.29)
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que dan sentido a su existencia en aquel contexto historico,
abriendo, asi un campo de posibilidad a ser explorado por los
educadores matematicos” Saito & Dias, 2013, p.98)°.

Para fundamentar y elaborar, la aplicacion de actividades
listadas a partir del didlogo con la historia de la matematica,
fue asumida la Actividad Orientadora de Ensefianza — AOE, la
cual tiene sus bases en el concepto de actividad de Leontiev
(1978) y en la teoria historico-cultural. Sobre esas bases,
la nocion de actividad asumida, lleva en consideracion el
contenido de ensefianza, las acciones educativas y los sujetos
que hacen parte de la actividad (Moura et al., 2016). Esos
elementos funcionan como un engranaje que da cuerpo a la
actividad educativa. Sobre esa relacion y aproximacion entre
ellos, se sabe que es importante considerar la interdependencia
que los impregna durante toda la accion pedagdgica (Moura
et al., 2016).

En cuanto al contenido a ser ensefiado por el docente,
en la logica de una actividad en el AOE, se sabe que debe
ser considerado por los estudiantes como un objeto de
aprendizaje. Para la teoria historico-cultural, cabe puntuar que
“eso solo es posible si ese mismo objeto se construye como
una necesidad para ellos. Asi, los conocimientos tedricos son
al mismo tiempo objeto y necesidad en la actividad” (Moura
etal., 2016).°

En este sentido, la AOE en cuanto modo de organizacion
de ensenanza, tiene como contenido central “el conocimiento
teorico y su objeto es la constitucion del pensamiento
teorico del individuo en el movimiento de apropiacion del
conocimiento” (Moura et al., 2010, p.210)". De ese modo,
el hecho del profesor organizar las acciones que objetivan el
ensefiar, favorece la resignificacion de sus conocimientos, asi
la AOE forma tanto a los sujetos profesores como también a
los sujetos alumnos.

El papel de las acciones en ese engranaje que nutre
la actividad de ensefianza es justamente considerar las
condiciones objetivas de la escuela, en cuanto institucion
formadora. En que, de un lado, se tienen las acciones del
profesor en la actividad de ensefianza, las cuales deben
contemplar la definicion de los procedimientos de cdémo
trabajar con conocimientos tedricos y del otro lado las
acciones de aprendizaje de los estudiantes en la actividad, que
por su vez, deben estar orientadas a resolver los problemas del
aprendizaje.

3 Metodologia

El estudio fue guiado metodolégicamente por un enfoque
cualitativo de investigacion (Liidke & André, 2013), de
entre sus tipos, fue explorado en algunos momentos, una

investigacion del tipo bibliografico (Marconi & Lakatos, 2003)
y en otros, del tipo cualitativo documental (Godoy, 1995). Esa
marca cualitativa fue valorizada, visto que, ella hace posible
aproximar al investigador del ambiente y a la situacion de
investigacion, también da importancia al significado que
los sujetos dan a las cosas, y también da mayor destaque al
proceso que propiamente al producto del estudio, entre otras
caracteristicas (Liidke & André, 2013).

Como ya fue dicho en la seccion anterior, la AOE es
aqui utilizada para ir mas alla de su aporte teérico, que se
fundamenta en el concepto de actividad de Leontiev (1978)
y en la teoria historico-cultural, ella también contribuye para
la parte metodologica. Por su aproximaciéon con la propuesta
de relacion entre historia y enseflanza de matematica (Pereira
& Saito, 2019a; Saito & Dias, 2013), se observa un disefio
metodoldgico para la actividad, a saber (Cuadro 1):

Cuadro 1 — Estructura pensada para la actividad formativa

Organizacién de

Recopilaciéon de

Analisis de los

plan de accion.

la Actividad Datos Datos
Observar
Intencionalidad y Grabaciones de | conexiones ¢
interconexiones

audios y de videos.

entre elementos de
la actividad.

Relacionar las
manifestaciones

Tratamiento de los discentes
o Fotografias.
didactico. cuanto a los
motivos, acciones y
operaciones.
Produccion de Observacion de
Desarrollo.

informes nexos conceptuales.

Fonte: autores.

Por lo expuesto en la cuadro 1, la actividad fue subdividida
en tres momentos: 1) intencionalidad y plan de accion
2) tratamiento didactico del documento; e 3) desarrollo.
Sigue el modelo que la propuesta de relacion entre historia
y ensefianza de matematica apunta para el trabajo con un
instrumento historico (Pereira & Saito, 2019a, Saito & Dias,
2013). Ya las estrategias enumeradas para los momentos de
recopilacion y analisis de datos, se deben a lo observado en
otras investigaciones que también trabajan sobre el aporte
de la AOE (Panossian et al., 2017). Con esos recursos de
obtencion de los datos, se entiende que sera posible identificar
el juego de interacciones entre el contenido de la ensefianza,
las acciones educativas y los sujetos que hacen parte de la
actividad. La idea con ese boceto metodologico, fue tanto
para dimensionar las implicaciones de la actividad en el
aprendizaje o resignificacién de conceptos de estudiantes de
la Licenciatura en Matematicas como también para ayudarlos

5 Traduccion propia del original: “objeto ¢ arrancado de sua trama, ele revela as diversas conexdes que dao sentido a sua existéncia naquele contexto
historico, abrindo, assim, um campo de possibilidades a ser explorado pelos educadores matematicos” (Saito & Dias, 2013, p.98)

6 Traduccion propia del original: “isso s6 ¢ possivel se esse mesmo objeto se construir como uma necessidade para eles. Assim, os conhecimentos
eoricos sao ao mesmo tempo objeto e necessidade na atividade oura et al., ,D- .
t t bjet dad tividade” (M tal., 2016, p.105

7 Traduccion propia del original: “o conhecimento tedrico e seu objeto ¢ a constituigdo do pensamento tedrico do individuo no movimento de apropria-

¢ao do conhecimento” (Moura et al. 2010, p.210)

JIEEM v.15, n.2, p. 116-124, 2022.

119



a reflexionar sobre su practica.

La actividad fue desarrollada en 2019, con estudiantes
de la Licenciatura en Matematicas sobre la orientacién de un
profesor/investigador y de una profesora/observadora, la cual
fue responsable por auxiliar el funcionamiento y discusion.
La accion formativa ocurrié en formato de curso de extension,
realizado presencialmente, en territorio brasilefio en la
Universidad Estadual de Ceara — UECE/Campus de Itaperi.
Los espacios utilizados para la actividad fueron el Laboratorio
de Matematicas y Ensefianza Profesor Bernardo Rodrigues
Torres (LAbMAtEn/UECE) y la plaza de la rotonda de la
UECE.

Con un total de 20h/c, subdivididas en tres encuentros.
Participaron de la accion formativa 12 discentes, los cueles
fueron distribuidos en cuatro grupos. En el primer grupo
estuvieron la alumna 1, alumno 2, y el alumno3; en el segundo
ya estaban el alumno 4, la alumna 5 y el alumno 6; en el tercero
la alumna 7, alumna 8 y el alumno 9; y en el cuarto grupo
la alumna 10, el alumno 11 y el alumno 12. Para asegurar
la identidad de los participantes, esos fueron los nombres en
codigo dados para la discusion en este estudio. Nimero de
parecer do codigo de ética: 3.599.527 e niimero de CAAE:
19561119.6.3001.5534.

Para la gestion y desarrollo de la actividad a ser
desempanada por los estudiantes dentro de los grupos, fueron
atribuidas, por eleccion de cada miembro algunas funciones.
Se tuvo, por ejemplo, un facilitador, un verificador, un relator
y otro responsable por el gerenciamiento de materiales (Cohen
& Lotan, 2017). Para el trabajo interno de los grupos se da
de forma mas equitativa, ademas fue solicitado el cambio de
papeles en el recorrer de la accion formativa.

En el primer dia, la tarea solicitada a los discentes fue
que entendiesen cada una de las partes del instrumento y para
sirven, y después listar los conocimientos geométricos que
surgian. Como recurso se dispuso la descripcion de Pedro
Nunes para la construccion y de uso del instrumento, la cual
se encuentra en las paginas 358 a 360 de la obra De arte atque
ratione navigandi de 2008. Sobre esa descripcion, antes de ser
dada a los estudiantes, con el fin de favorecer la interpretacion,
fue hecho previamente un tratamiento didactico, en que fue
expuesto el significado de algunos términos, no muy usuales
en la modernidad, tales como, horizonte, Zenit, sombra recta
y sombra diversa.

Ya en el segundo encuentro, la tarea todavia fue la misma
que al encuentro anterior, entretanto, como forma de potenciar
la interpretacion y movimiento del pensamiento de los
discentes, se dio para cada grupo una réplica del instrumento
Jacente no plano. Los aparatos dados fueron elaborados bajo
las instrucciones de Pedro Nunes para su construccion.

En el ultimo encuentro, la tarea solicitada fue que
determinasen lamedida de laalturadel Sol encima del horizonte
a partir del instrumento jacente no plano. Posteriormente,
ya en clase tuvieron que relatar sobre la situacion de uso
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apuntando elementos de orden practica, de orden material y de
orden matematica. Como recursos para esa actividad practica,
también se dieron escuadras, nivel de burbuja, una manguera
y botella con agua usados en comparacion del nivel en la
construccion civil, plomada, hilos y compases.

Durante tres dias, se buscd enumerar y fomentar
discusiones que ayudasen a los discentes a significar y/o
resignificar conceptos de la Matematica Moderna. En el
presente articulo, es dada relevancia a las consideraciones
tejidas en el tercer dia de actividad, en especial las que se
provocaron sobre la comprension de la medida proporcionada
por el instrumento jacente no plano a partir de la relacion de
congruencia entre triangulos.

4 Resultados

El elemento central que da impulso a la discusion
alrededor de la congruencia y de la semejanza de triangulos
es comprender la validez de la medida proporcionada por
la sombra proyectada sobre la tabla del instrumento jacente
no plano a partir del triangulo rectangulo isésceles, que esta
puesto en la perpendicular (Figura 3)

Figura 3 — Determinacion de la altura del Sol encima del
horizonte por los estudiantes

Fonte: autores.

En esa imagen, la cual fue registrada a las 10h y 05min del
dia 3 de agosto de 2019, se puede observar a los discentes del
grupo 4, los cuales a partir del instrumento determinaron que la
medida de la altura del Sol encima del horizonte en el momento
correspondia a 55 grados. Detalles sobre el momento que
antecede a la determinacion de esa medida, como por ejemplo
sobre el posicionamiento de la tabla, pueden ser verificados
en Oliveira & Pereira (2021). Aqui, se destaca mas una vez
que el punto de partida son las discusiones generadas a partir
de la determinacion de esa medida, particularmente alrededor
de la posibilidad de congruencias entre los tridngulos que
proporcionan la medida.

Ahora de inicio, por la dependencia directa de la figura
formada por la sombra con el triangulo perpendicular a la
tabla, los estudiantes del Grupo 4 destacan que ellos poseen
un lado comun y, que cuando el cateto 4D del tridngulo de
la sombra coincide con la recta tangente a la circunferencia
en el punto A, ese AACD de la sombra, pasa a ser también
rectangulo (Figura 4).

120



Figura 4 — Boceto de los estudiantes sobre la relacion entre el
AABCy el AACD

)ﬂfmwwvo,dé F/w)g‘/a e nombie 2 aola ondo som deo Jondso 2" nobupos]
o nela Aomgamiz, Joma wm cncs A sembaa asbie poste S i dnicmouls ntlom
e

———

Fonte: autores.

Una relectura de ese boceto presentado por los discentes, a
partir de la descripcion y nomenclatura dada por Pedro Nunes,
apunta la siguiente sistematizacion (Figura 5).

Figura S — Representacion del AAEK y del AFGH(AAEF) en la
situacion de uso del instrumento

Fonte: autores.

Aqui, el AAEK formado por la proyeccion de la sombra
y el AAEF, tienen en comun el lado AE, segmento ese que
corresponde al cateto de esos triangulos que coincide con el
didmetro del circulo trazado. Y el cateto 4K del AAEK de la
sombra es el que estd sobre la recta tangente a la circunferencia
en el punto A4.

Con un nuevo analisis sobre la situacion, ahora ya bajo
la nomenclatura hecha por Pedro Nunes al describir el
instrumento, la alumna 2 del Grupo 1 afirma que est4 viendo
otro triangulo ademas del AFGH que esta perpendicular a la
tabla y del A4EK representado por la sombra. Interrogados
sobre cual es ese triangulo, el alumno 3 que también lo vio,
dice que es AAFK (Figura 6).

Figura 6 — De derecha a izquierda se identifica el tercer triangulo:
En clase y en la plaza de la rotonda de la universidad

#

Fonte: autores.

Todavia sobre AAFK, el alumno 3 destaca que notd ese
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triangulo, por el hecho de que Pedro Nunes al describir el
aparato, dice de la “ligacion entre el F'y el K. Indagados
sobre una posible relacion del AAFK con los otros dos ya
destacados, el alumno 11, es el primero a hablar, y apunta que
“¢él también es rectangulo por lo visto”. En la figura 4, expuesta
anteriormente, es posible verificar que los discentes del grupo
4, ya habian apuntado a la existencia de esa perpendicularidad,
eso al afirmar que el segmento 4B, aqui nombrado AF esta
perpendicular a AD, que esta siendo llamado de AK. En su
descripcion, Pedro Nunes justifica que es recto a partir de la
tercera definicion del Libro 11 de los Elementos de Euclides,
en que existe la condicion necesaria y suficiente para una
recta ser perpendicular a un plano (Euclides, 2009). En esos
términos, Pedro Nunes quiere mostrar que los segmentos
de rectas AK y AE pertenecientes al plano de la tabla del
instrumento, a lo cual AF se encuentra perpendicular, tocan
AF a angulos rectos.

Como se puede observar hasta aqui, para la interpretacion
inicial sobre la relacion existente entre los triangulos que
componen la situacion practica de uso del instrumento jacente
no plano los estudiantes tuvieron que actuar, que dialogar y
que reflexionar. De ese modo, bajo el concepto de actividad de
Leontiev (1978) y de la teoria historico-cultural, se comprende
que la apropiacion del conocimiento incorporado al aparato
es fruto de la actividad colectiva (Rubtsov, 1996) entre los
participantes.

Otra observacion de los discentes, particularmente
apuntada por el alumno 5, sobre el AAFK fue que “él es
igual al de la sobra”. La justificativa para ese hecho es que
ambos son rectos en el punto 4 y también poseen dos catetos
congruentes, o sea, de misma media, son ellos, AE e AF,y
también el lado AK es comun a AAFK y AAEK (Figura 7).

Figura 7 — Representacion de la congruencia entre el AAEK y el
AAFK.

Fonte: autores.

En esa representacion, es posible observar que el lado
AE del AAEK de la sombra, es congruente al lado AE del
AAEF, que esta perpendicular a la tabla. Asi, como AF del
AAEF es congruente al cateto AE de ese mismo triangulo.
Entonces, AAEK y AAFK poseen un lado congruente. Como
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ya fue destacado, el lado AK es comun al AAFK y al AAEK.
Visto eso, cabe destacar que “dos triangulos que poseen dos
lados y el angulo comprendido entre ellos respectivamente
congruentes son congruentes” (Silveira & Marques, 2013,
p.245)%. Como se puede observar, los discentes afirman que
AAFKAAEK por L.A.L (Lado-Angulo-Lado). Esa conclusion
se entrecruza con los destacado, anteriormente, en la seccion
del marco tedrico, al tratar sobre la situacion de uso, en que en
esa ocasion, se notd que la validez del instrumento se apoyo
justamente en esa relacion de congruencia entre los triangulos
en cuestion.

En ese sentido, el AAEK da sombra, se hace necesario,
visto que, sin €I, no tendriamos la medida, pues ¢l marca
el largo del arco en el circulo graduado cuando dos de sus
vértices estan sobre el segmento de la recta tangente. Las
conclusiones de los discentes pueden ser observadas en la
siguiente imagen (Figura 8):

Figura 8 — Representacion de las conclusiones de los alumnos
sobre el uso del instrumento’

Medida do angulo
entre o Sol e 0
zénite

Medida da altura
do Sol acima do
horizonte

zénite

Linha paralela ao

- plano do horizonte
-

Fonte: autores.

Por lo destacado por los discentes, el AAEK de la sombra
proyectada sobre la circunferencia es congruente al AAFK por
L.A.L. Partiendo de ese principio, por definicion de angulo
opuesto por el vértice, segun el alumno 12 el angulo “es lo
que le falta al Sol para llegar al medio dia”, en otras palabras,
eso corresponde a la altura del Sol al Zenit. Entonces, la
parte sombreada sobre el cuadrante de la tabla también
correspondera a esa altura. Siguiendo esa logica, concluyen
que el complementar de angulo indica la medida de la altura
del Sol encima del horizonte.

En esa argumentacion que ilustra la sistematizacion de los
estudiantes sobre la validez de la medida encontrada, se nota
un potencial del instrumento historico para hacer posible que
los participantes entiendan como los conceptos geométricos
que surgieron se relacionan.

Hecho que posiblemente favorece la ampliacion de la
comprension de los conocimientos matematicos.

Elmovimiento del pensamiento de los estudiantes realizado
para comprender la medida dada por el instrumento jacente
no plano, revela el papel del conocimiento matematico como
objeto y como necesidad en la situacion propuesta (Davidov,
1988). Hecho que va al encuentro de lo defendido por la teoria
historico-cultural, la cual esta en la base de sustentacion de la
AOE (Moura et al., 2016)

Se puede también apuntar, que al proporcionar el concepto
de congruencia de triangulos como necesidad para comprender
la situacion concreta de medicion con el instrumento jacente
no plano los alumnos ampliaron el significado del concepto,
pues atribuyen a €l una finalidad practica.

Cabe todavia puntuar, que la existencia de la congruencia
entre el AAFK y el AAEK, abre espacio para la discusion no
solo sobre el concepto de congruencia. Algunos interrogantes
pueden ser elucidados, por ejemplo, (el AAFK y el AAEK
siempre seran congruente, para toda y cualquier sombrea que
venga a formar la figura el AAEK? ;Los triangulos AFK y AEK
por ser congruentes entre si, seran siempre semejantes? ;Los
triangulos AFK y AEK pueden en alguna de sus posibilidades
de medida de la altura del Sol ser congruentes o semejante
al A4AEF, el cual esta puesto perpendicularmente a la tabla?
(Qué es necesario para que dos tridngulos sean semejantes?
(Zakaryan et al., 2018). ;Qué es necesario para que dos
triangulos sean congruentes? ;Existe alguna relacion entre
congruencia y semejanza de triangulos?

En este sentido, dependiendo de la intencion didactica o
pedagogica del educador matematico, a partir de preguntas
bajo la situacion practica de uso del instrumento jacente no
plano, se puede dar impulso al movimiento del pensamiento
de los estudiantes en el sentido de promover, aprender, o
resignificar conceptos de congruencia y de semejanza, sea
entre segmentos, angulos o figuras.

5 Conclusiones

Delante de la interaccion entre los conceptos propuestos,
las acciones educativas y los sujetos de la actividad, cabe
preguntarse es que: (Como el instrumento jacente no plano
puede favorecer la ensefianza de congruencia de triangulos en
la formacion de estudiantes de la Licenciatura en Matematicas?

Se entiende que es a través de la necesidad de los
estudiantes en comprender los conceptos que estan sintetizados
en el instrumento, para que de esa forma, puedan entender la
validez de la medida de la altura del Sol encima del horizonte.
Se entiende que esa constatacion, va al centro de los destacado
por la teoria historico-cultural, visto que aqui en esa actividad
practica, el concepto de congruencia de triangulo es al mismo
tiempo objeto y necesidad.

Otra contribucién que el instrumento puede traer a la
ensefianza, se refiere a la comprension de como los conceptos

8 Traduccion propia del original: “dois tridngulos que possuem dois lados e o angulo compreendido entre eles respectivamente congruentes siao

congruentes” (Silveira & Marques, 2013, p.245)

9 Traduccion de los cuadros informativos en la Fig. 8: Cuadro verde: Linea paralela al plano horizontal; Cuadro azul marino: Zenit; Cuadro azul celeste:
Medida del angulo entre el Sol y el zenit; Cuadro rojo: Medida de la altura del Sol encima del horizonte.
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geométricos se relacionan. Por ejemplo, al discutir la
congruencia entre los tridngulos que componen la situacion
de uso, se nota que los alumnos articulan los conceptos de
angulo, de perpendicularismo, de congruencia y de longitud.

La necesidad de los estudiantes en utilizar el instrumento
Jacente no plano, también favorece el aprendizaje, pues hace
posible que ellos atribuyan nuevos significados a conceptos
trabajados en el cotidiano escolar. En ese caso especifico,
ellos pudieron notar la congruencia de triangulos en términos
practicos.

Como se puede observar, los discentes tuvieron que
considerar cuestiones de orden practica, de orden material
y de orden matematica durante la situacion de uso. En ese
sentido, se entiende que es importante preservar la relacion de
inseparabilidad existente entre esas cuestiones, caso se tenga
como intencion trabajar con la ensefianza y el aprendizaje
de conocimientos geométricos, a partir de la propuesta de
construccion de relacion entre historia y enseflanza de la
matematica.

En la propuesta de construccion de relacion entre
historia y ensefianza de la matematica aqui asumida, esas
cuestiones fueron responsables por conducir a los alumnos a
la asimilacion de determinados objetos matematicos. Entre las
ventajas de considerarlas, se comprende que sea la abertura
para la elucidacion de “procesos que conducen, por ejemplo,
a comprender el papel de la representacion, visualizacion,
abstraccion, razonar, demostracion, métodos, definiciones,
etc, en la construccion del conocimiento, bien como otros
aspectos de la matematica y de su practica” (Saito, 2016b,
p.277)".
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