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RESUMO

Neste artigo temos como objetivo principal identificar e classificar os raciocinios
revelados por estudantes, de final de ciclo do Ensino Fundamental (3°, 5°, 7° e 9°
anos) e do 2° ano do Ensino Médio, ao resolverem situa¢des-problema que envolvam
conceitos de Analise Combinatéria. O estudo esta embasado na Teoria dos Campos
Conceituais, mais especificamente nas Estruturas Multiplicativas e considera
resultados dos estudos de Piaget e Inhelder. A pesquisa caracteriza-se por uma
abordagem qualitativa de investigagéo, e o trabalho de campo desenvolveu-se com
577 estudantes de trés escolas publicas. Para a coleta de dados foi utilizado um
instrumento composto de situagcdes-problema que envolvem conceitos de Anadlise
Combinatéria e, uma entrevista semiestruturada. A analise dos dados aponta a
classificacdo de trés niveis de raciocinio combinatério, a saber: Auséncia de

raciocinio; Indicio de raciocinio; Presenca de raciocinio.

Palavras-chave: Analise Combinatoéria. Raciocinio Combinatorio. Educagéo Bésica.

Estruturas Multiplicativas.

ABSTRACT

In this article we have as main objective to identify and classify the reasoning revealed
by students, in the final of cycle elementary school (39, 51", 7t" and 9" grades) and the
2" year of high school, to solve problem-situations involving concepts of Combinatorial
Analysis. The study is based on the Theory of Conceptual Fields, mainly in
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Multiplicative Structures and considers results of Piaget’s and Inhelder’s studies. The
research is characterized by a qualitative approach of research and fieldwork
developed with 577 students from three public schools. For data collection, an
instrument with problem-situations involving concepts of Combinatorial Analysis was
used and a semi-structured interview. The data analysis shows the classification of
three levels of combinatorial reasoning, namely: lack of reasoning; evidence

reasoning; presence of reasoning.

Keywords: Combinatorial Analysis. Combinatorial Reasoning. Basic Education.

Structures Multiplicative.
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INTRODUCAO

A Andlise Combinatdria visa desenvolver métodos de contagem de elementos

de conjuntos. Pessoa e Borba (2009) salientam que

0s métodos podem ser aplicados em diversas areas, como no calculo
das probabilidades, em problemas de transporte, de confeccdo de
horarios, de elaboracdo de planos de producdo, de programacao
linear, de estatistica, de teoria da informacgdo, de biologia molecular,
de economia, de logica, etc. (PESSOA; BORBA, 2009, p.2)

No Brasil, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), no que se refere a
Andlise Combinatéria, orienta que este conteldo seja apresentado com maior rigor,
no 2° ano do Ensino Médio, ou seja, com a utilizacdo de formulas, e com uma
apresentacdo mais detalhada dos conceitos que a envolvem, no entanto ainda no
Ensino Fundamental é possivel “levar o aluno a lidar com situagdes-problema que
envolva combinagbes, arranjos, permutacdes e especialmente 0 principio
multiplicativo” (BRASIL, 1997, p.57).

Dentro deste contexto de orientacbes dadas pelo PCN, desenvolvemos um
estudo que buscou investigar sobre o processo de desenvolvimento do raciocinio
combinatdrio ao longo da Educacéo Basica', no intuito de compreender como se revela

esse raciocinio nos estudantes ao longo do Ensino Fundamental e do Ensino Médio.

Este estudo teve como objetivo principal identificar e classificar os raciocinios
gue estudantes, de final de ciclo do Ensino Fundamental (3°, 5°, 7° e 9° anos) e do 2°
ano do Ensino Médio, revelam ao resolverem situacdes-problema que envolvam
conceitos de Analise Combinatoria. Para dar suporte a este objetivo elencamos como
guestdo de pesquisa: Quais sdo os raciocinios revelados por estudantes de final de
ciclo do Ensino Fundamental (3°, 5°, 7° e 9° anos) e do 2° ano do Ensino Médio ao

resolverem situagdes-problema que envolvam conceitos de Analise Combinatoria?

RACIOCINIO COMBINATORIO
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De maneira ampla, podemos afirmar que Analise Combinatéria € a parte da
Matematica que analisa estruturas e relacdes discretas relacionadas a conjuntos

finitos.

No Brasil a Analise Combinatéria é estudada durante a Educagédo Béasica no
ambito dos conceitos de permutacédo, arranjo e combinacdo. Contudo, ndo podemos
deixar de considerar que varios outros tipos de conceitos, como 0 principio das
gavetas de Dirichlet, sédo conceitos de Analise Combinatodria, mas em geral, ndo sdo

abordados nesse nivel de ensino.

Para resolver as situacdes-problema de combinatéria é preciso que se tenha
compreensao plena da situacdo apresentada e, nesta perspectiva, ndo € possivel
apenas focar o uso de formulas de forma mecéanica sem envolver o estudante numa
andlise detalhada da situacdo de modo a trabalhar o raciocinio combinatério. Mas, o

gue entendemos como raciocinio combinatério?

Como o raciocinio pode ser concebido como um modo de se fazer
encadeamento de juizos ou pensamentos, ao nos referirmos ao raciocinio
combinatério estamos nos circunscrevendo ao encadeamento de pensamentos que
nos possibilitam analisar estruturas e relagdes discretas relacionadas a conjuntos
finitos. Neste artigo, buscamos identificar o encadeamento de pensamentos
combinatorios ao observarmos as resolucbes de situacbes-problema que séo

construidas pelos estudantes.

Algumas pesquisas, como as de Meneghetti e Dutra (2012), Pessoa e Silva
(2012) enfatizam a importancia de explorar o raciocinio combinatério dos estudantes.
Nesta mesma linha Pessoa e Borba (2010, p. 2) assume o raciocinio combinatorio
como “um tipo de pensamento que envolve contagem, mas que vai além da

enumeracéao de elementos de um conjunto”.

Na mesma perspectiva podemos apontar os estudos de Piaget e Inhelder
(1951, p.294) que mostram trés fases de desenvolvimento da ideia de acaso peculiar
das criancas: auséncia de operacOes propriamente ditas; construcdo dos
agrupamentos operatorios utilizando um plano concreto; o pensamento formal
nascente que permite a descoberta de alguns sistemas combinatérios completos por

um pegueno nimero de elementos. Para estes autores:
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[...] seria preciso considerar 0 acaso como parte complementar da
composi¢ao légica, ndo podendo ser, por conseguinte, compreendido
sendo depois de constituidas as operacbes reversiveis e por
comparacao a elas. E neste caso, a probabilidade constituiria, [...] uma
assimilacdo do acaso as operac¢des combinatdrias: € a propria mistura
€ seu conjunto, por ndo mais poder deduzir sem cada interferéncia,
gue 0 mecanismo operatério reconstruiria desde a reducao depois de
casos reais, a totalidade das combinacdes possiveis. (PIAGET;
INHELDER, 1951, p.14)

Os estudos de Piaget e Inhelder (1951) indicam que para chegar a fase na qual
a crianca inicia a descoberta de sistemas combinatérios completo, ou seja, para que
ocorra a evolugcdo do raciocinio combinatorio, € necessaria a compreensdo das
operacdes reversiveis e a comparacao entre elas, desvelando-se na constituicdo da
probabilidade como a assimilacdo do acaso como operacdes combinatorias.

Matematicamente essas operacdes estdo imbuidas do raciocinio multiplicativo.

A andlise combinatéria esta diretamente ligada ao raciocinio multiplicativo.
Dessa forma, a combinatoria refere-se a contar subconjuntos, sem necessariamente
contar um a um, mas utilizando métodos de contagem. Esses subconjuntos podem
ser formados, a partir de um ou mais conjuntos. Quando se trata de um conjunto, a
situacado-problema pode envolver os conceitos de combinacdo, arranjo ou
permutacdo. Se trabalharmos com mais de um conjunto, estaremos falando do

conceito de produto cartesiano.

Duro (2012) em sua dissertagédo de mestrado estudou como se da a construgao
do pensamento combinatério em alunos do Ensino Médio, e chegou a constar a

existéncia de trés niveis de pensamento:

Sujeitos do Nivel | ndo sistematizam seu pensamento. Derrapam em
contradicbes e permanecem indiferentes a elas. Constroem
combinacbes aleatérias, tornando impossivel a construcdo dos
possiveis mesmo que em concretude. Pequenas sistematizagfes
sobre o real aparecem como estrutura de pensamento dos sujeitos do
Nivel Il. A combinacdo dos elementos foi construida, mas néo
estendida a uma lei geral. No momento em que 0s sujeitos passam a
utilizar-se dessa nova organiza¢do sistematica, em busca de uma
formalizagcéo que leve a solucionar qualquer problema semelhante, os
consideramaos pertencentes ao Nivel lll. (DURO, 2012, p.100).

Os estudos de Piaget e Inhelder (1951) foram realizados com criancas de até
12 anos de idade, e os estudos de Duro (2012) foram realizados com adultos. Mesmo

com diferentes faixas etarias € possivel observar trés niveis basicos de construcdo do
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raciocinio combinatério que vai desde a auséncia de indicios desse raciocinio,
passando por um nivel intermediario no qual se constata alguns indicios desse
raciocinio, chegando ao ultimo nivel que se configura na existéncia desse raciocinio.
Outro fator que precisamos destacar é que de um nivel para outro existem varios

subniveis que vao tornando possivel a passagem para o nivel seguinte.

Nesta pesquisa, buscamos construir situacbes nas quais fosse possivel
identificar a construcdo do raciocinio combinatério, por meio dos esquemas
apresentados pelos estudantes em sua resolucao. Além disso, que estas situacdes
dessem conta do conceito a ser trabalhado, dos invariantes operatérios inerentes ao
conceito, bem como das representacdes que podem ser utilizadas na resolucéo, para

isso nos aportamos na Teoria dos Campos Conceituais.

A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS E O CONHECIMENTO IMPLICITO E
EXPLICITO

Pesquisas em Educacdo Matematica como as de Pessoa e Borba (2009),
Miguel e Magina (2003) e Moro e Soares (2006) tém utilizado a Teoria dos Campos
Conceituais (TCC). Essa teoria traz a ideia de que o conhecimento esta dividido em
Campos Conceituais, e que sO € possivel adquiri-lo através do dominio destes

Campos. A definicdo de um Campo Conceitual que estamos adotando € a de:

[...JUm conjunto informal e heterogéneo de problemas, situagdes,
conceitos, relagdes, estruturas, conteudos e operacdes de
pensamento, conectados uns aos outros e, provavelmente,
entrelacados durante o processo de aquisicdo (VERGNAUD, 2012,
p.8. Tradug&o nossa).

O dominio de um Campo Conceitual necessita de um longo periodo de tempo
para que seja completo e, para isso, é necessario confrontar o estudante com
situacdes que envolvam esses conceitos. A situagcdo por sua vez é qualquer tarefa
designada pelo professor, a saber: lista de exercicios, um jogo, situacdes-problema,
entre outras atividades que podem ser propostas. Em um Campo Conceitual existem

diversos tipos de situagdes, e uma Unica situacéo envolve diferentes conceitos.
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Um conceito € formado por um conjunto de situacdes, invariantes operatorios
e representacdes simbolicas. Os invariantes operatorios séo as relagdes, operacoes
e propriedades referentes ao conceito e, que podem ser mobilizados pelos estudantes
para encontrar a solu¢cdo de uma dada situagédo. As representa¢cfes simbolicas sdo
usadas para registrar os invariantes operatorios, por exemplo, graficos, sentencas

matematicas, diagramas, dentre outros.

Podemos nos referir a diferentes Campos Conceituais, mas o foco desta
pesquisa € o Campo Conceitual das Estruturas Multiplicativas, pois abordamos
situacdes que envolvem conceitos de analise combinatéria que envolve o raciocinio

multiplicativo.

O Campo Conceitual Multiplicativo, ou simplesmente Estrutura Multiplicativa
pode ser definido como um conjunto de situacdes, cuja andlise e tratamento requerem
varios tipos de conceitos, procedimentos, representacdes e registros simbdlicos, os
guais se encontram em estreita conexao uns com 0s outros e interligados durante o
periodo de aquisicdo. Entre os conceitos podemos destacar: as funcdes lineares e
ndo lineares, o espaco vetorial, a andlise dimensional, a fracdo, razao, proporcao,

namero racional, multiplicacdo e a diviséo.

Magina, Santos e Merlini (2010, 2012) baseados na TCC e a partir dos
resultados de pesquisa realizada por eles, apresentam uma abordagem detalhada
para conceitos envolvidos no Campo Multiplicativo, identificando a razéo, 42
proporcional, combinacéo, relacdo um para muitos, divisdo como particdo, divisao
como cota, entre outros, considerando que eles podem ser trabalhados dentro de
situacbes de proporcionalidade simples, comparacdo multiplicativa, produto
cartesiano, e pode, ainda, haver misturas entre essas situagdes, gerando situacoes-
problema como as de propor¢do multiplas. Tendo em vista a grande variedade de
conceitos envolvidos nesse Campo Conceitual, ele faz parte de um conhecimento que
0 estudante adquirirh a médio e longo prazo, devendo, por isso, ser trabalhado ao
longo de todos os anos do Ensino Fundamental, adentrando pelo Ensino Médio e

Superior.

Na TCC o esquema apresentado pelos estudantes é “[...] toda organizagao
invariante da conduta para uma dada classe de situagdes” (VERGNAUD, 1990 apud

SANTANA, 2012, p.34). Partindo dessa afirmacéo, podemos dizer que um esquema
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envolve certa manipulacdo de conceitos e, dessa forma, o sujeito passa a ter dominio
e compreensao, para solucionar determinada classe de situacgdes. Além disso, nos
esquemas podemos encontrar 0s invariantes operatorios, bem como o0s registros
simbdlicos referentes a um determinado conceito, essas manipulagdes quando

realizadas de maneira correta conduzem a aprendizagem.

Quando abordamos a aprendizagem, aportada na TCC, se faz necessario falar
em relacdo a aprendizagem de criancas e a aprendizagem de adultos. Nas criancas
e nos adolescentes, a aprendizagem e o desenvolvimento cognitivo acontecem de
forma conjunta, podemos dizer que lado a lado. E quando se analisa a aprendizagem
de adultos, € preciso levar em consideracéo que as rupturas sado vistas de uma forma
gue envolve os habitos e as tendéncias do pensamento, e ndo apenas a ordem do
desenvolvimento do aparelho psiquico.

Em relacdo ao conhecimento, Vergnaud (1996) o entende tanto como o saber
fazer quanto como os saberes envolvidos. Segundo o autor, quando confrontamos os
estudantes com novas situacdes, eles utilizam os conhecimentos adquiridos em suas
experiéncias passadas, quando estavam com situacées mais simples e mais

familiares, e tentam adapta-las as novas situacfes (VERGNAUD, 1988a, p.141).

Para este autor, o conhecimento pode ser apresentado de maneira explicita ou

de maneira implicita.

O conhecimento dos estudantes pode ser explicito, no sentido que eles podem
expressa-lo de forma simbdlica (lingua natural, esquemas e diagramas, sentencas
formais, etc.). Seu conhecimento pode ser implicito, no sentido que eles podem usa-
lo na acéo, escolhendo as operacdes adequadas, sem serem capazes de expressar

as raz0es para esta adequacédo (VERGNAUD, 1988a, p.141. Traducdo nossa).

E possivel reconhecer, por exemplo, a forma explicita através da linguagem
natural ou do uso de diagramas, dentre outras formas. A forma implicita € mais dificil
de ser detectada, pois estd contida na acdo do estudante e nas relacbes de

pensamento estabelecidas por ele.

Na Figura 1 podemos observar o esquema de resolugcéo apresentado por um

estudante do 2° ano do Ensino Médio:
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Figura 1: Resoluc&o dada pelo estudante E1 na situac&o-problema 3

Problema 3. Mércia pode formar 20 conjuntos diferentes combinando blusa e calgca. Sabemos que ela
tem 5 blusas diferentes, quantas calgas diferentes ela tem? §

/ Resoluc¢do \

\\ Resposta {

Fonte: Dados da pesquisa.

Analisando o registro apresentado na Figura 1, intuimos que o estudante
conheca o conceito e propriedades operatérias inerentes a equacdo do 1° grau.
Podemos identificar, por exemplo, a existéncia de conhecimentos explicitos, quando
0 estudante monta a equacao corretamente colocando b x ¢ = 20, nessa organizagao
fica evidente a compreensdo do estudante sobre a multiplicacdo da quantidade de
blusas pela quantidade de calcas que tem vinte como produto, ou seja, a quantidade
de conjuntos é igual a quantidade de blusas vezes a quantidade de calcas, além disso,
como é apresentada na situacdo a quantidade de blusas, a troca de b pelo valor
numérico 5 é realizada imediatamente. Essa organizagdo traz a ideia de que o
estudante conheca os mecanismos que lhe permitem montar e solucionar a situacao
de maneira correta. Observe que 0 estudante coloca de maneira explicita: o
conhecimento de regras do algoritmo da equacéo de 1° grau que estao relacionadas
com as propriedades de igualdade; e, o conhecimento do algoritmo das operagdes de
multiplicacdo e de divisdo com numeros naturais. Fica explicita a existéncia de
conhecimentos que o levaram a manipular esses dispositivos algoritmicos de maneira

correta.

Todavia, quando nos referimos aos conhecimentos implicitos que podemos
identificar nesse esquema, 0s parametros de analise se tornam mais subjetivos, pois
nao € possivel nos apoiar em evidéncias registradas no esquema do estudante para

elencar tais conhecimentos. Por exemplo, observe que ndo podemos afirmar quais

39 —-v.8(3)-2015

JIEEM - Jornal Internacional de Estudos em Educacao Matematica
IJSME - International Journal for Studies in Mathematics Education



O raciocinio combinatdrio revelado ao longo da Educacéo Bésica

conhecimentos foram mobilizados pelo estudante para fazer a escolha da equacao de
1° grau para a resolucdo da situacdo. Além disso, ao entrevistar o0 estudante,
indagamos sobre os motivos que o levara a escolher a equagéo do 1° grau para
resolver a situagcdo, mas ele n&o conseguiu explicitar que conhecimentos o

conduziram a referida escolha.

O exemplo apresentado na Figura 1 evidencia a presenca de conhecimentos

explicitos e implicitos num mesmo esquema de resolucéo.

METODOLOGIA

Este estudo tem carater descritivo, no qual se esta “interessado em descobrir e
observar fendmenos, procurando descrevé-los, classifica-los e interpreta-los”
(RUDIO, 1992, p.56). Estas ideias podem ser complementadas com as colocacdes de
Gil (2002) quando enfatiza que tal método “tem como objetivo primordial a descrigao
das caracteristicas de determinada populacdo ou fendbmeno ou, entdo, O
estabelecimento de relagbes entre variaveis”. Gil (2002, p.42). Isto implica em dizer
gue nao ha interferéncia do pesquisador no que tange a promover a aprendizagem

dos estudantes sobre o conteudo estudado.

Para tanto, realizamos duas fases de estudo, ambas de carater descritivo, por
meio do qual classificamos os tipos de raciocinios que estudantes do 3°, 5°, 7° e 9°
ano do Ensino Fundamental e 2° ano do Ensino Médio apresentam ao resolverem

situacfes-problema que envolvam conceitos de Anélise Combinatéria.

O campo de pesquisa foram trés escolas publicas, localizadas no Sul da Bahia,
nas cidades de Itabuna e Sdo José da Vitéria. O publico alvo foram estudantes do
Ensino Fundamental | (3° e 5° ano), Ensino Fundamental 1l (7° e 9° ano) e Ensino
Médio (2° ano), totalizando 577 estudantes. Estas escolas foram escolhidas por
atender os niveis escolares, e principalmente por ter facil acesso e permissdo da

direcédo para a realizacdo da pesquisa.
Como foi supracitado o nosso estudo foi dividido em duas fases:

- Fase 1: compreendeu a elaboracdo e aplicagdo do instrumento diagnéstico.
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Esta Fase foi composta por trés momentos distintos: elaboracdo do instrumento
diagnéstico; aplicacdo do instrumento; e, correcdo dos protocolos de pesquisa

(instrumentos respondidos).

No primeiro momento, baseados na Teoria dos Campos Conceituais,
elaboramos um instrumento diagndstico, no ambito do grupo de pesquisa que
desenvolvia o estudo. O instrumento era composto por cinco situacdes-problema,
cada uma envolvendo um conceito especifico de Analise Combinatdria, a saber, duas
de produto cartesiano, uma de combinacdo, uma de arranjo e uma de permutacéo. O

Quadro 1 abaixo apresenta as situa¢des-problema do instrumento diagndstico.

Quadro 1 - Instrumento diagndstico

Conceito de Analise

Situacao-Problema Combinatéria

1 — Na competicdo de natacdo do Clube dos Amigos, Ana,
Carol, Francisco, Joana e Léo disputam o 1°, 2° e 3° lugar do | Arranjo
podio. De quantas maneiras diferentes esse podio pode ser
formado?

2 — Ciro comprou 4 balas de sabores diferentes: uma de limé&o,
uma de menta, uma de uva e uma de coco. Ele pediu para que | Combinagéo
sua amiga Isa escolhesse e pegasse duas dessas balas. De
guantas maneiras diferentes ela poderia escolher essas duas
balas?

3 —Marcia pode formar 20 conjuntos diferentes combinando
blusa e calca. Sabemos que ela tem 5 blusas diferentes, | Produto  Cartesiano
guantas calgas diferentes ela tem? buscando uma das
partes

4 — Lucas precisa criar uma senha para acessar um jogo na
internet, porém a senha s6 pode ter as letras A, B, C e o nimero | Permutacao
1. De quantas maneiras diferentes ele pode criar sua senha com
as 3 letras e 0o numero, sem que haja repeticdes?

5 — Um parque de diversdo tem 3 entradas e 6 saidas. De | Produto  Cartesiano
guantas maneiras diferentes uma pessoa pode entrar e sair do | buscando o todo
parque?

No segundo momento o instrumento foi aplicado com os estudantes das trés
escolas, utilizamos o mesmo procedimento em ambas as instituigdes. O instrumento

foi aplicado com 25 turmas no total.

No momento de aplicacao foi feita a leitura de cada situacdo-problema em voz
alta, sem fazer entonacéo de voz, que desse margem a interpretacdo da mesma. Em
seguida, estabelecemos o tempo maximo de uma hora, para que pudessem responder

as situacoes.
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De posse dos protocolos de pesquisa, iniciamos o terceiro momento da Fasel,
corrigindo os instrumentos e criando categorias para 0s tipos de raciocinios
identificados, fizemos uma analise quantitativa e qualitativa desses dados. Por fim,
selecionamos 10% dos protocolos para uma entrevista. Com 0s seguintes critérios de
selecdo, protocolos que: apresentassem esquemas de resolucdo, nos quais nao
estava evidente o tipo de raciocinio utilizado; e, que exemplificavam as categorias
elencadas pelos pesquisadores. Estes critérios foram elencados buscando a
validag&o das descri¢gBes dos tipos de raciocinio feitas pelos pesquisadores.

- Fase 2: compreendeu a entrevista e sua analise.

Esta fase foi composta por dois momentos: entrevista semiestruturada e analise
da entrevista. O principal objetivo da entrevista semiestruturada foi de elucidar as
acOes utilizadas pelos estudantes no desenvolvimento de seus esquemas de
resolucao e, identificar evidéncias para validacao dos tipos de raciocinios identificados

pelos pesquisadores.

De posse dos 10% protocolos, a entrevista foi realizada por dois pesquisadores,
sendo que os estudantes foram entrevistados individualmente, no dia e horério
agendado por cada escola. Na sequéncia as entrevistas foram transcritas e analisadas

no ambito do grupo de pesquisa.

ANALISANDO E DISCUTINDO OS DADOS

Analisando os esquemas apresentados pelos 577 estudantes, ao resolverem
as situacOes-problema propostas, foi possivel classificar trés niveis de raciocinio
combinatério, a saber: Auséncia de raciocinio (R1); Indicio de raciocinio (R2);
Presenca de raciocinio (R3). Além dos trés niveis, classificamos a falta da resolucéo
e resposta como Resposta em Branco (RB), pois essa falta impossibilitou inferir sobre

gual foi o tipo de raciocinio utilizado pelo estudante para deixar sem resposta.

A Figura 2 exibe o percentual de cada nivel de raciocinio classificado a partir

dos esquemas apresentados pelos estudantes.
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Figura 2: Percentual dos niveis de raciocinio apresentado pelos estudantes
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Niveis de raciocinio

Fonte: Dados da pesquisa.

Conforme a Figura, os resultados apresentam 64% dos esquemas utilizados
pelos estudantes indicando a Auséncia de Raciocinio Combinatério — (R1): neste nivel
foram classificados os raciocinios, que para nds pesquisadoras, ndo apresentavam
relacdo com o raciocinio combinatério. Foram os esquemas em que: 0 estudante
adicionava ou subtraia os dados contidos na situacao; repetiam os dados da situacao
como reposta final; desenhavam as informacdes contidas nas situacfes sem realizar
uma sistematizacdo com essas informacdes representadas; apresentavam desenhos

gue nao conseguimos identificar uma relagdo com a situag&o proposta.

A Figura 3 apresenta um exemplo dos esquemas que foram classificados no
nivel Auséncia de Raciocinio Combinatério. A resolucao foi registrada pelo estudante

E2 que estava cursando o 9° ano do Ensino Fundamental.

A situacao tem foco no conceito de arranjo e usa como contexto a formacao de
um pédio disputado por cinco competidores. Observando na Figura 3, o esquema
registrado pelo estudante E2, destaca-se o desenho de um pddio com cinco lugares
ocupados com o nome dos competidores apresentados na situacéo e, acima do podio
a indicacdo que Ana ficou em primeiro lugar e Joana no segundo, deixando como

resposta: 40 pontos.
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Figura 3: Resolucéo dada pelo estudante E1 na situacéo-problema 1

Problema 1. Na competigdo de natagdo do Clube dos Amigos, Ana, Carol, Francisco, Joana e Léo
disputam o 1°, 2° e 3° lugar do pédio. De quantas maneiras diferentes esse pédio pode ser formado?

/ Resolucdo _ \
.;Y" : ESGe w42 (, v: . AU WAL g 2 £ . £

Resposta ________/ c

Fonte: Dados da pesquisa.

A principio compreendemos que representou com desenho a situacdo dada e

nao sistematizou a resolucéo. Ao entrevistar ficou evidente a Auséncia de Raciocinio

Combinatério, segue a transcricdo da entrevista:

No inicio da entrevista a pesquisadora mostrou o instrumento respondido por,

fez a leitura da situacao-problema 1 e perguntou ao estudante:

P Vocé se lembra desta atividade que fizemos?
E2: Hummmm. Lembro.

P: Bom, essa é a primeira situacdo. Lembra como pensou para
responder?

E2: E para eu explicar como respondi?
P: vocé quer ler para lembrar?

E2: eu li aqui que primeiro e segundo e terceiro lugar, e dai eu fiz isso
aqui. (Indicando o desenho feito na primeira situacao).

P: Como foi que vocé chegou a isso aqui? (Indicando o desenho feito
na primeira situacao).

E2: eu fuidando ponto. E dai fui fazendo a somatéria...ai coloquei cada
um em uma escadinha, cada pessoa, cada home, coloquei primeiro,
segundo e terceiro lugar.

P: como foi que vocé foi dando ponto a cada um deles? Vocé lembra?
E2: eu imaginei que eles estavam fazendo uma maratona.
P: hum.

E2: ai eu coloquei assim. No dia a mulher falou para nés
respondermos do jeito que sabiamos... dai coloquei o que veio na
mente.
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P: como foi que veio?
E2: o raciocinio?
P: sim.

E2: eu ia fazer outra coisa, assisto muito essas coisas que passa na
televisdo de futebol. Fui desenvolvendo assim no papel. Coloquei o
podio com todos os vencedores e depois 0s pontos.

P: como foi que vocé selecionou os vencedores? Quais Sdo 0s
vencedores para vocé?

E2: Ana em primeiro, porque é o nome de minha mée, dai coloquei em
primeiro, Carol e Francisco, fui colocando os outros, o quarto e quinto.

P: vocé imaginou uma competicdo com duas etapas, nao foi isso?
E2: sim.

Nas colocacdes feitas por E2¢é possivel identificar a Auséncia de Raciocinio
Combinatério — (R1), principalmente quando o proprio E2 se refere ao raciocinio como
a ideia que veio a mente dele e afirma que, o mesmo, é oriundo de suas experiéncias
como telespectador de programas esportivos. Além disso, utiliza a coincidéncia do
nome de sua mae, que se configura num contexto particular de seu cotidiano, para

distribuir os nomes no pédio. E2 faz uma distribuicdo ndo sistematica.

Nos estudos de Piaget e Inhelder (1951, p. 275) encontramos resultados
semelhantes, contudo com criancas na faixa etaria de sete a oito anos, quando o autor
investiga a respeito das operacdes de arranjo e considera que as criancas do primeiro
estagio “[...] procedem por simples tentativa, sem suspeitar da existéncia de um
sistema”. Para Piaget e Inhelder (1951, p. 271) em relagéo as operagdes de arranjo &
“...] por volta dos 11-12 anos em média, as operacdes sdo efetuadas
sistematicamente e os arranjos fortuitos concebidos [...]". Comparando o raciocinio
apresentado por E2 com os resultados apresentados pelo autor é possivel constatar
a auséncia de um raciocinio que permita E2 compreender as operacdes de arranjo
necessarias para a sistematizacéo e consequente formacéo do padio, outro fato é a
distancia da faixa etaria, pois E2 tinha 13 anos, idade que se refere ao terceiro estagio
estabelecido por Piaget e Inhelder. Dentro deste contexto, inferimos que E2 encontra-
se no primeiro estagio definido por Piaget e Inhelder, e, em nossa classificacdo no

nivel R1 que configura a Auséncia de Raciocinio Combinatério.

Observando os resultados apresentados na Figura 2, o segundo nivel de
raciocinio apresentado pelos estudantes foi o Indicio de Raciocinio Combinatorio —

(R2) com 17,7% dos esquemas dos estudantes apresentando este raciocinio. Neste
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nivel foram classificados os raciocinios que apresentavam as possibilidades de um
determinado evento acontecer, sendo que alguns sem conseguir esgota-los. Eram
listadas algumas possibilidades, mas ndo eram concluidas as possibilidades em seu
total. Houve estudantes que listaram as possibilidades corretamente e outros que

listaram incorretamente.

A Figura 4 exemplifica R2 com a resolucado dada pelo estudante que estava

cursando o 5° ano do Ensino Fundamental.

Figura 4: Registro da resolucdo do estudante E3na situacdo-problema 4

Problema 4. Lucas precisa criar uma senha para acessar um jogo na internet, porém a senha s pode ter
as letras A, B, C e o nimero 1. De quantas maneiras diferentes ele pode criar sua senha com as 3 letras e
o nuimero, sem que haja repeticoes?

Resolugdo

\\ Resposta_!

Fonte: Dados da pesquisa.

A Figura 4 apresenta uma situacdo que envolve o conceito de permutacao.
Observa-se que registra uma representacao que nos remete a um diagrama de arvore,
mas apenas inicia esse registro e ndo chega a esgotar as possibilidades para a
determinacdo das senhas. Apresenta como resposta 5 maneiras, contudo nao nos
deixa evidente como chegou a esse quantitativo. Este esquema nos conduziu a buscar

compreender a existéncia ou ndo de Raciocinio Combinatério a partir do registro feito.

A entrevista feita com o estudante possibilitou compreender melhor o esquema

mobilizado por ele, na resolugcéo. Segue a transcricdo da entrevista.

A pesquisadora mostra o instrumento respondido pelo estudante E3, |1é a
situacao-problema e pergunta:
P: Vocé respondeu5 maneiras, como pensou para encontrar essas
maneiras?
E3: Ah, sdo 3 tipos de letras, né?

P: isso mesmo.

46 —v.3(3)-2015

JIEEM - Jornal Internacional de Estudos em Educacao Matematica
IJSME - International Journal for Studies in Mathematics Education



Santana; Oliveira

E3: Ai fica CAB1, 1BAC, BAC1, 1CAB. Eu falei 1ABC?
P: Vamos anotar no papel as maneiras que vocé esta falando.
(Entéo, fala novamente e a pesquisadora faz as anotacdes.)

E3: ABC1, CAB1, ABC1, ACB1, BCALl. A outra eu ndao me lembro.
Parece que € BACL1.

P: E essas sao todas as maneiras?
E3: Deixa eu ver. (para e pensa.)
P: Tem mais alguma maneira?

E3: Eu acho que tem. Eu vou tentar fazer mais uma. (O estudante
analisa as possibilidades que ele listou e diz:)

E3: Tem mais uma possibilidade: BC1A.
P: E vocé acha que tem outra maneira?
E3: Tem varias maneiras de fazer.

P: E vocé saberia dizer quantas maneiras?

E3: Se for contar com essas que eu ja fiz, vai dar muito mesmo. Eu so
fiz essas porque ia demorar muito para fazer todas.

P: Ah, é? Entdo tem mais?
E3: Tem. Era pra eu ter colocado as letras etc e etc.

Ao ser questionado sobre como pensou para determinar as cinco maneiras,
evidencia uma listagem de cinco permutacdes (CAB1, 1BAC, BAC1, 1CAB e 1ABC),
em seguida a pesquisadora convida a anotar essa listagem, mas faz uma listagem
inserindo trés novas permutacdes (ABC1, ACB1 e BCA1) e deixa de listar trés das
colocadas anteriormente (1BAC, 1CAB e 1ABC). Nesse contexto, apresentou
algumas possibilidades para a construcédo das senhas. Quando questionado sobre a
existéncia de outras possibilidades para a construcdo da senha, confirmou que
existem varias maneiras, mas que nao fez todas porque demoraria muito. Apesar de
reconhecer a possibilidade de ter outras possibilidades de construcdo das
permutacdes, o0 estudante ndo consegue lista-las e sistematizar a construgcéo das
mesmas. Estas afirmativas nos permitiram concluir que ndo conseguia esgotar as
possibilidades para a constru¢cdo da senha. Esquemas como os feitos por noés
possibilitou inferir sobre a existéncia no nivel intermediario, no qual existe Indicio de

Raciocinio Combinatério — (R2).

Estes resultados corroboram com 0S encontrados em estudos como os de
Piaget e Inhelder (1951) que pesquisou apenas com criancas na faixa etaria de 4 a 12

anos e, os estudos de Duro (2012) que pesquisou adultos que estavam cursando o
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Ensino Médio e que estavam na faixa etaria entre 14 e 47 anos. Ambos os estudos
confirmam a existéncia do nivel intermediario do raciocinio combinatorio, aqui nesta
pesquisa que envolveu estudantes da faixa etaria dos 8 aos 17 anos, classificamos

como Indicio de Raciocinio Combinatoério.

O terceiro maior percentual, dos niveis de raciocinio, apresentado pelos
estudantes foi de 10,4% (ver na Figura 2) e, este representa 0os esquemas dos
estudantes que expdem o nivel de Presenca de raciocinio combinatério — (R3).Foram
classificados neste nivel os raciocinios que apresentavam a resposta correta da
situacdo proposta; os esquemas que explicitavam todas as possibilidades de um
determinado evento acontecer; oS esquemas que apresentavam algum tipo de

operacéao, mas especificamente multiplicacdo e divisao.

Ressaltamos que R3 foi o nivel raciocinio menos recorrente. Na Figura 5
apresentamos um exemplo que ilustra, com a resolucéo do estudante E3, os tipos de

esquemas que foram classificados com este nivel de raciocinio.

Figura 5: Registro do estudante E4 na situag&o-problema 3

Problema 3. Marcia pode formar 20 conjuntos diferentes combinando blusa e calca. Sabemos que ela
tem 5 blusas diferentes, quantas calcas diferentes ela tem?

/ ’ Resolucdo \

K Resposta____’_/\f - /

Fonte: Dados da pesquisa.

A Figura 5 contém a situacdo-problema 3 que tem foco no conceito de produto
cartesiano buscando uma das partes do todo. Interpretamos que na resolucao desta
situacdo, o estudante E4 fez um registro que representa um diagrama de arvore, um
tracinho para representar cada uma das cinco blusas e, ligado a estes tracinhos,

bolinhas para representar as calgas. Buscando evidenciar este esquema e identificar
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a presenca do raciocinio combinatério fizemos uma entrevista com E3. Segue a

transcricdo da mesma.

A Pesquisadora leu a terceira situagdo do protocolo de pesquisa respondido

por E3 e perguntou o significado das bolinhas e do desenho.

E4: Nao, é porque assim, quando eu olhei logo, eu ndo pensei. Ai
depois eu vim me tocar que 5 x 4 era 20. Entdo eu me toquei que 20
+ 5 com certeza ia dar 4. Ai depois que eu fiz isso aqui (apontando
para os desenhos) que eu vim me tocar que 20 + 5 era 4.

P: Mas por que a divisdo? 20 o qué?

E4: Eram 20 conjuntos diferentes, que era pra dividir por 5 blusas
diferentes.

P: E d4a4 o qué?
E4: D4 4 calcas.

P: Ai vocé chegou em 4 pela divisdo e esse desenho te ajudou
também?

E4: Nao, porque depois eu me toquei... Eu comecei a fazer, s6 que ai
depois eu me toquei que 20 + 5 ia dar 4, entendeu?

P: Entendi... Esse desenho vocé comecou a fazer pensando em qué?

E4: N&o, porque eu ia fazer bem assim, tipo... 20 conjuntos, ai 0s
tracinhos embaixo era 5, ai eu ia ligando (risos). Entendeu? Até ver se
sobrava algum. Ai se ndo sobrasse, tipo, aqui ficou 4, t& vendo?
(indicando os tracinhos maiores que ligam as bolinhas aos 5 tracos
abaixo) Certinho, igual ca (indicando a conta). Entendeu?

P: Entdo o desenho também te ajudou?

E4:E.

P: Essas bolinhas entdo eram...?

E4: Eram, eram os conjuntos. E aqui as blusas (tragos abaixo).

Ao ser questionado sobre o significado do diagrama, o estudante E4 inicia sua
explicacédo lancando méo dos algoritmos da multiplicacdo e da divisdo, pautando a
sua resposta na légica da inversa entre estas operacdes. Apenas ao ser questionado
pela terceira vez sobre o uso do diagrama, E4 evidencia as possibilidades da
construcdo dos pares ordenados com o uso dos tracinhos e das bolinhas para
representar as blusas e as calcas respectivamente. Mas, mesmo assim, se apoia nas

operacdes para dar conta da explicacao.

Dentro deste contexto € possivel identificar que E4 faz corretamente a
resolucao da situacdo dada. Explicita todas as possibilidades de o evento acontecer

fazendo uso de um diagrama e, além disso, faz uso da operacao de divisdo no
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esquema registrado no protocolo e explicitamente da operacdo de multiplicacdo no
momento da entrevista. Estes resultados nos levaram a inferir que este estudante

estava no Nivel trés que se refere a Presenca de Raciocinio Combinatorio (R3).

Anteriormente ressaltamos que, além dos trés niveis de raciocinio,
classificamos a falta da resolucdo e resposta, assim foi encontrado um percentual de
7,9% de auséncia de esquemas e classificamos como Resposta em Branco. Nestas

situagBes nao foi possivel inferir por nenhum tipo de raciocinio.

NIVEIS DE RACIOCINIO POR ANO ESCOLAR

Apos andlise geral dos niveis de raciocinio, fizemos uma andlise detalhada da
presenca desses niveis por ano escolar, sendo que no Ensino Fundamental esté

analise é feita ao final de cada Ciclo e no Ensino Médio no 2° ano.

A Figura 6 apresenta o grafico com o percentual dos niveis de raciocinios

identificado por ano escolar.

Figura 6: Percentual dos niveis de raciocinios por ano escolar

Nivel de raciocinio por ano ecolar
E
Ny
80 \
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Il RB 5,5 19,8 8,1 4,6 2,5
~R1 92,6 76,7 75 68,9 24,2
aR2 0,95 2,3 11 19,8 44
T R3 0,95 1,2 5,9 6,7 29,3
Ano escolar

Fonte: Dados da pesquisa.
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Na Figura 6 é possivel perceber como se revela o raciocinio combinatério ao
longo da Educacao Béasica. O primeiro Nivel R1 que se configura na Auséncia de
Raciocinio Combinatério € preponderante nos quatro ciclos do Ensino Fundamental,
sendo o seu decrescimento gradativo ao longo desses ciclos. No 3° ano encontramos
um alto percentual (92,6%) dessa auséncia de raciocinio combinatério, este resultado
corrobora com o primeiro periodo classificado por Piaget e Inhelder (1951), quando
afirmam que esse periodo “[...] se caracteriza pela auséncia de operacdes
propriamente ditas, isto é, de composicdo reversivel; os raciocinios em jogo
permanecem entdo pré-logicos e sao regulados apenas por sistemas de regulagdes
intuitivas [...].” (PIAGET; INHELDER 1951, p.294). Os esquemas dos estudantes nao
apresentam sistematizacdo e, quando apresentam desenhos, estes nao sao
relacionados ao raciocinio inerente aos conceitos envolvidos com a situacéo

apresentada.

Por outro lado, R1 diminui o seu percentual de ocorréncia conforme o ano
escolar vai aumentando, mas € do final do 4° Ciclo do Ensino Fundamental para o 2°

ano do Ensino Médio (29,3%), que ocorre a maior queda no percentual de R1.

O Nivel R2 que é o Indicio de Raciocinio Combinatério tem percentual de 0,95%
no final do 1° Ciclo do Ensino Fundamental e sua ocorréncia vai crescendo ao longo
do Ensino Fundamental, sendo que ao final do 4° Ciclo chega ao percentual de 19,8%.
Contudo, é possivel inferir que o Indicio de Raciocinio Combinatério inicia no 7° ano,
ou seja, ao final do 3° Ciclo do Ensino Fundamental. Sendo que no Ensino Médio o

percentual chega a ser mais que o dobro (44%) do ultimo ano do Ensino Fundamental.

O mesmo ocorre com o Nivel Presenca de Raciocinio Combinatorio (R3)
comeca a ser revelado no 7° ano, no entanto, é no 2° ano do Ensino Médio que ele

aparece de forma mais evidente.

CONSIDERACOES FINAIS

A andlise deste estudo nos permite ter uma visdo dos niveis de raciocinios

combinatorios revelados pelos estudantes ao longo da Educacéo Basica e, estes
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perpassam por trés niveis, aqui nomeados como: Auséncia de raciocinio (R1); Indicio

de raciocinio (R2); Presenca de raciocinio (R3).

Identificamos que ao final de cada ciclo, elencado dentro da Educacéo Basica,
esses niveis sao percentualmente ampliados (de R1 para R3), mas ndo de maneira

satisfatoria.

Assim, evidencia-se que durante o Ensino Fundamental o raciocinio
combinatério ndo se revela como um dominio evidente, mas comeca-se a ter indicios
desse raciocinio nos anos intermediarios e, apenas no 2° ano do Ensino do Médio que
se evidencia este raciocinio, ou seja, a evolucdo do raciocinio combinatorio parece
acompanhar o avango nos anos escolares. Nossos resultados corroboram com os de
Pessoa e Borba (2009) no qual os alunos dos anos escolares mais avancados tinham

melhores resultados que 0s anos iniciais.

Os resultados apontam preocupacfes para com o trabalho com conceitos
inerentes ao Campo Multiplicativo durante o Ensino Fundamental, pois de modo geral
em percentual, é revelado que o Nivel Auséncia de Raciocinio Combinatorio é

preponderante ao final dos quatro ciclos desse nivel de ensino.

Além disso, entendemos que, € importante voltar o olhar para a importancia
gue tem sido dada a formacdo dos conceitos inerentes a analise combinatéria, no
contexto educacional, pois na pesquisa de Filho e Pessoa (2006) os resultados ja
apontam que os livros didaticos ndo apresentam muitas situacdes-problema que
envolvam o raciocinio combinatério, 0 que nos conduz a levantar questionamentos

sobre o trabalho que vem sendo realizado nestes niveis de ensino.

Acreditamos que um dos caminhos para possiveis solucdes, seria a formacao
dos professores. Assis e Pessoa (2012, p.4), afirmam que “sdo necessarios estudos
que verifique como se d& o processo de construcéo e percepcao pelo professor, dos
significados dos invariantes e das representacdes simbdlicas de cada tipo de
problema para que 0os mesmos possam mudar o rumo do ensino da combinatoria que
temos atualmente.”. Sugerimos, para além dessa verificacao indicada pelas autoras,
gue também, sejam feitas inser¢cdes na formacéo inicial e na formacéo continuada de
professores de modo a instigar reflexdes sobre o desenvolvimento do raciocinio

combinatorio, indo para além da aplicagdo de férmulas e algoritmos, buscando
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metodologias e préaticas pedagodgicas que possibilitem confrontar o estudante com
situacbes que favorecam se pensar matematicamente a respeito da contagem de

elementos de conjuntos finitos.
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Santana; Oliveira

"0 Brasil a Educac3o Basica compreende o Ensino Fundamental (visando as idades de 6 a 14 anos, com durac¢io
de nove anos ) e o Ensino Médio (visando as idades de 15 a 17 anos, com duragdo de trés anos).

il p= pesquisador

El= estudante 1
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