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Resumo

Este artigo apresenta um recorte dos dados da pesquisa de doutorado do primeiro autor, cujo objetivo foi investigar se o ensino pautado nos
pressupostos da metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica por meio da Resolugao de Problemas favorece a construcéo,
aprofundamento e ampliagdo da aprendizagem dos conceitos de perimetro e area. Para tanto, foi proposto a um grupo de estudantes da 3*
série do Ensino Médio, de uma escola publica do estado de Sdo Paulo, a resolugdo de dois problemas, com caracteristicas dos apresentados
em avaliacGes de larga escala. Para analisar as respostas dos estudantes, apoia-se na perspectiva da mudanca e jogo de quadros de Douady.
Os resultados mostraram que os estudantes apresentaram diferentes heuristicas, ligadas a diferentes quadros — geométrico, numérico e
algébrico — para resolverem o mesmo problema. As heuristicas apresentadas nas solugdes evidenciaram que o contexto do problema ndo
causou dificuldades de interpretagdo e nao interferiu na mobilizagdo de estratégias, ao contrario da natureza dos problemas. Este fato interferiu
diretamente no trabalho com a mudanga de quadros. Considerando que a natureza dos problemas da intervenc¢@o contemplou a interrelagdo de
conceitos que poderiam pertencer a habilidades de quadros distintos, inferimos que os resultados denotaram certa inseguranga dos estudantes
para se langarem a resolugao de um problema quando era necessaria ou adequada a mudanga de quadro. Todavia, os estudantes desenvolveram
a atitude de valorizar o trabalho coletivo, colaborando na interpretagdo de situagdes-problema, na elaboragdo de estratégias de resolugdo e na
sua validacdo.

Palavras-chave: Ensino Médio. Resolugdo de Problemas. Heuristica. Mudangas de Quadros.

Abstract

In this work we present an excerpt from Santos’ doctoral research, the objective of which was to This article presents a sample of data from the
first author s doctoral research, whose objective was to investigate whether teaching based on the assumptions of the Mathematics Teaching-
Learning-Assessment methodology through Problem Solving favors the construction, deepening and expansion of learning the concepts of
perimeter and area. To this end, a group of 3rd year high school students from a public school in the state of Sao Paulo were asked to solve
two problems, with characteristics of those presented in large-scale assessments. To analyze the students’ responses, we sought support from
Douady s perspective of change and frame play. The results showed that students presented different heuristics, linked to different tables,
to solve the same problem. The heuristics presented in the solutions showed that the context of the problem did not cause difficulties in
interpretation and did not interfere in the mobilization of strategies, contrary to the nature of the problems. This fact directly interfered in
the work with the change of staff. Considering that the nature of the intervention problems included the interrelationship of concepts that
could belong to skills from different frameworks, we infer that the results denoted a certain insecurity on the part of the students to undertake
the resolution of a problem when a change of framework was necessary or appropriate. However, students developed the attitude of valuing
collective work, collaborating in the interpretation of problem situations, in the development of resolution strategies and in their validation.
Keywords: High School. Problem Solving. Heuristic. Frame Changes.

1 Introducio impulsionada pela observancia dos niveis de proficiéncia dos

. . . estudantes na resolu¢do de problemas sobre area e perimetro
O presente artigo discute parte dos dados obtidos em o

imento d . d lvid . d em avaliagdes de larga escala, como as do SARESP (2019) —
um experimento de ensino, desenvolvido para a tese de . - . ~
P P Sistema de Avaliagdo do Rendimento Escolar do Estado de Sao

Doutorado do primeiro autor (Santos, 2021), que investigou Paulo
suas contribuicdes ao promover reflexdes compartilhadas de '
um grupo de estudantes do Ensino Médio sobre a Resolugio 2 Metodologia de Resolugio de Problemas

de Problemas de perimetro e drea envolvendo mudangas de A metodologia de ensino baseada na resolugdo de problemas

quadros — geométrico, numérico e algebrico. Este artigo tem ¢ yma teoria rica em significados que potencializa o ensino
por objetivo apresentar e discutir as reflexdes do grupo sobre e a aprendizagem da matemética. Como muitos elementos
dois dos problemas propostos. dessa teoria emergem apenas do trabalho pratico em sala de

A escolha dos objetos matematicos para este artigo foi  aula, é necessario que o professor conhega esses elementos
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e identifique suas caracteristicas para avaliar os fendmenos
emergentes. Nesta subsegdo, serdo discutidos elementos que
sustentam a metodologia de ensino baseada na resolucdo de
problemas, conforme a perspectiva de alguns pesquisadores.

Para organizar o processo de resolucdo de problemas,
Polya (1976), em seu livro “How to Solve If’ (traduzido para
o portugués como “A Arte de Resolver Problemas™), sugere
que “resolver problemas ¢ uma atividade humana fundamental.
Na verdade, a maior parte do nosso pensamento consciente
esta preocupado com problemas” (Polya, 1976, p.221). Ele
acrescenta que ‘“resolver um problema ¢, essencialmente,
encontrar a ligacao entre os dados e o desconhecido” (Polya,
1945, p.182) e que “precisamos de uma certa quantidade de
conhecimento previamente adquirido” (Polya, 1945, p.150)
para resolver um problema.

O autor destaca a heuristica que inclui os caminhos, gestos,
falas, insights, descobertas e criatividade que surgem durante
o desenvolvimento de uma estratégia. Polya (1976) argumenta
que o raciocinio heuristico ndo ¢ final e rigoroso, mas provisorio
e plausivel, com o objetivo de descobrir uma estratégia para
resolver um problema. A estratégia pode ser representada por
um plano de agdo através de um modelo matematico e pode ser
ajustada ou rejeitada conforme necessario, o que garante que a
heuristica seja continua no processo de resolugdo de problemas.

A andlise de Polya (1976) destaca que a resolucdo de
problemas ¢ uma competéncia central para o desenvolvimento
intelectual descrevendo quatro etapas de resolucdo de
problemas, que, segundo ele, um individuo deve passar para
resolver um problema, sdo elas: compreensdo do problema,
estabelecimento de um plano, execug@o do plano e retrospecto.
Sua estrutura facilita a abordagem sistematica de problemas e
enfatiza a importancia do conhecimento prévio e do processo
heuristico. Isso sugere que, no ensino da matematica e em
outras disciplinas, deve-se valorizar tanto a aquisi¢do de
conhecimentos fundamentais quanto o desenvolvimento de
habilidades para aplicar esses conhecimentos de maneira
criativa e eficiente na resolugdo de problemas.

Baseada nas etapas propostas por Polya e outros estudos
da area, Onuchic (1999) desenvolveu a proposta metodologica
“Ensino-Aprendizagem de Matematica” através da Resolugdo
de Problemas. Esta proposta foi aprimorada por Allevato e
Vieira (2016) e renomeada como “Ensino-Aprendizagem-
Avalia¢do de Matematica através da Resolucdo de Problemas”.

De acordo com essa proposta de Allevato e Vieira (2016), os
estudantes devem ser organizados em grupos. O professorentrega
um problema aos grupos e observa o trabalho desenvolvido,
intermediando duvidas e fazendo questionamentos e sugestdes.
Apos a resolugdo, os resultados sdo registrados na lousa e

discutidos em plenaria, mediada pelo professor. Finalmente, o
professor formaliza os conceitos matematicos envolvidos no
problema, utilizando demonstragdes ¢ um vocabulario formal
quando necessario.

2.1 Concepcdes teoricas de Régine Douady

Segundo Douady (1984) os conceitos matematicos, antes
de assumirem o status de objeto matematico, funcionam
inicialmente como ferramentas implicitas e explicitas para
resolver problemas. Quando o estudante utiliza um conceito
matematico com intengdes de resolver um problema, as agdes
por ele executadas, na perspectiva de Douady & Perrin-Glorian
(1989, p.388, tradugdo nossa), possibilitam atribuir-lhe o carater
de ferramenta.

Um conceito ¢ uma ferramenta quando nos interessamos

no uso que esta sendo feito dele para resolver um problema. A

mesma ferramenta pode ser adaptada para resolver diferentes

problemas, assim como, vdrias ferramentas podem ser
adaptadas para resolver um tnico problema.'

Os autores defendem que a ferramenta possui carater de
dualidade, ou seja, ha dois tipos de ferramentas: a explicita e a
implicita. A ferramenta explicita corresponde ao uso intencional
que ¢ feito de um conceito por parte do estudante para resolver
um problema. Neste caso, ao trabalhar com um conceito,
o estudante, a partir dos significados aprendidos do objeto
matematico, o adapta para aquele novo contexto, desenvolve
novos modelos, justifica o seu uso e controla os seus limites.

Por outro lado, quando o estudante adota um conceito,
mas ndo sabe justificar e controlar os seus limites, neste caso,
o conceito adotado passa a ser uma ferramenta implicita, pois
o estudante apenas utiliza nogdes e técnicas para desenvolver
estratégias, a partir de significados apreendidos, mas nao
consegue justificar o seu uso. Na ferramenta implicita,
alguns conceitos, inerentes ao objeto matematico, ainda estao
em construgdo e podem durar um certo tempo para serem
desenvolvidos.

Douady (1984) afirma que um conceito ¢ um objeto,
quando ¢ considerado o ponto de vista cultural, tendo seu lugar
em um edificio mais amplo, num dado momento, reconhecido
socialmente. Para Douady & Perrin-Glorian (1989, p.389,
traducdo nossa), o saber ¢ constituido de objetos, uma vez que
o0s objetos assumem o status de quadro, que

¢ constituido de objetos de um ramo das matematicas, das
relagdes entre os objetos, de suas formulagdes eventualmente
diversas e das imagens mentais associadas a esses objetos

e essas relagdes. Essas imagens tém um papel essencial e

funcionam como ferramentas dos objetos do quadro. Dois

quadros podem conter os mesmos objetos e diferir pelas
imagens mentais e problematicas desenvolvidas®.

1 un concept est outil lorsque I’interet est focalise sur I’usage qui en est fait pour resoudre un probleme ou poser des questions. Un meme outil peut etre
adapte a plusieurs problemes, plusieurs outils peuvent etre adaptés a un meme probleme.

2 est constitue des objets d’une branche des mathematiques, des relations entre les objets, de leurs formulations eventuellement diverses et des images
mentales que le sujet asscocie a un moment donne a ces objets et ces relations. Nous admettons que les images mentales jouent un role important
dans le fonctionnement comme outil, des objets du cadre. Deux cadres peuvent comporter les memes objets et diftfrer par les images mentales et la

problematique developpee
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Reportando-nos a Educagdo Basica, concordamos que o
ensino da matematica transita por varios quadros, tais como o
quadro da aritmética, o quadro algébrico, o quadro geométrico,
o quadro numérico, dentre outros. Segundo Douady (1992),
durante a resolugdo de um problema, o estudante pode mudar
constantemente suas estratégias, trabalhar com dois quadros
paralelamente ou migrar para um novo quadro. Este processo
de devir, que Douady & Perrin-Glorian (1989, p.389, tradugéo
nossa) chamam de dindmico, ¢ definido como mudangas de
quadros, que é:

um meio de obter formulagdes diferentes de um problema
que sem ser, necessariamente equivalentes, permitem um
novo acesso as dificuldades encontradas para fazer funcionar
as ferramentas e técnicas que ndo se impunham na primeira
formulagio®.

Nesta visdo, inferimos que o estudante trabalha com a
mudanca de quadros, quando, de acordo com a natureza do
problema, ele necessita de outro suporte cognitivo para obter
formulagdes diferentes de um problema que, sem serem
necessariamente equivalentes, permitem um novo acesso as
dificuldades encontradas para fazer funcionar as ferramentas
e técnicas que ndo se impunham na formulag@o original. Para
Douady (1992) quaisquer que sejam as traduc¢des de um quadro
em outro, elas terminam sempre em resultados desconhecidos,
em novas técnicas, na criagdo de novos objetos matematicos.

A partir da definigdo de conceito, ferramenta, objeto
matematico, quadros e mudancas de quadros, que sdo
atividades operatorias comuns no trabalho dos estudantes
durante a resolugdo de problemas, Douady (1992) nomeou o
devir inerente a utilizagdo de uma ferramenta, da adaptagdo
dos objetos matematicos e do trabalho na perspectiva da
mudanca de quadros, de jogos de quadros. Os jogos de quadro
sdo provocados pelo professor. E uma agdo intencional, para
fazer o estudante ampliar a aprendizagem, ou seja, o professor
no intuito de fazer avancar e aprofundar a aprendizagem
dos seus estudantes, desenvolve problemas especificos, com
ferramentas adaptadas, de modo que contemple pelo menos
dois ou mais quadros.

Os jogos de quadros sdo transposi¢des didaticas das
mudangas de quadros e s@o vistos, na teoria de Douady (1992),
como meios privilegiados para provocar desequilibrios
cognitivos e permitir a ultrapassagem desses desequilibrios
em um novo equilibrio de nivel superior. Assim, a nogao
de quadro é centrada no fato de que uma mesma nogao pode
funcionar em diferentes ambientes conceituais e técnicos e
que ela pode apresentar caracteristicas especificas para cada
um desses ambientes, sendo as diferengas existentes um dos
motores e ferramentas da aprendizagem da matematica.

2.3 Procedimentos metodologicos

De natureza qualitativa, esta pesquisa foi aprovada
pelo comité de ética para pesquisa com seres humanos, sob

parecer de niimero 4.725.189. Ela foi realizada com base em
caracteristicas do Design Experiment, idealizado por Cobb
et al. (2003). Identificamos nos pressupostos teoricos dessa
metodologia fortes semelhangas com a estrutura da nossa
pesquisa, como por exemplo, ela acentua seus pressupostos
sobre como os estudantes aprendem novos significados,
os transformam e os aplicam. Assim, ela nos embasou
para descrevermos os fenémenos que surgiram durante o
desenvolvimento desta pesquisa.

Esta metodologia acentua seus pressupostos sobre como
os professores/estudantes falam e fazem. Entendemos que
essa compreensdo foi parte essencial para descrevermos os
fendmenos que podem surgir durante o desenvolvimento da
pesquisa. Segundo Cobb et al. (2003), o foco do investigador
na perspectiva do Design Experiment deve estar no
pensamento matematico dos participantes e nas possiveis
modificagdes que poderdo existir durante o processo de
discussdes e aprendizagem.

Esta pesquisa foi realizada no Colégio Municipal
Professora Ana Aparecida Sant’Ana, localizada no municipio
de Santana de Parnaiba, no estado de Sdo Paulo. Os dados
apresentados neste estudo foram coletados a partir da
resolucdo de 20 estudantes. Todos os estudantes eram da 3*
série do Ensino Médio. Os participantes tinham idades entre
15 e 18 anos, portanto foi seguido rigorosamente todos os
protocolos da ética para pesquisa com seres humanos.

Para o desenvolvimento deste estudo apresentamos
duas das cinco situagdes apresentadas aos alunos a qual foi
discutida em dois encontros, sendo cada um com duragdo de
duas horas aulas, neste caso 1h50min, totalizando quatro horas
aulas, 3h40min de durag@o. A intervengdo e as socializagdes
entre os componentes de cada grupo durante a resolucdo do
problema foram videogravadas.

Ao final de cada encontro, os problemas foram recolhidos
pelo pesquisador para analise.

2.4 Sobre a coleta de dados

Reiteramos que para desenvolver esta
foram adotados os principios da metodologia de Ensino-
Aprendizagem-Avaliagdo de Matematica através da Resolugao
de Problemas (Allevato, Onuchic, 2014). Juntos, eles deram

consisténcia a esta intervengdo, que teve o propodsito de

pesquisa

investigar se um processo de ensino que promova reflexdes
compartilhadas de um grupo de estudantes da 3.* série do
Ensino Médio sobre a resolugdo de problema, que envolvem
mudancas de quadros, geométrico, numérico e algébrico,
pode favorecer a construgdo de conhecimentos dos estudantes
sobre perimetro e area.

De acordo com essa proposta de Allevato & Vieira (2016),
os estudantes devem ser organizados em grupos, para os quais
o pesquisador depois de entregar o problema aos grupos e

3 le changement de cadres est un moyen d’obtenir des formulations différentes d’un probléme qui, sans étre nécessairement tout a fait equivalentes,
permettent un nouvel accés aux difficultés recontrées et la mise en oeuvre d’outils et techniques qui ne s’imposaient pas dans la premicre formulation.
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acompanhar o trabalho, esclarecendo duvidas e oferecendo
sugestoes, discute coletivamente os resultados. Sem deixar de
formalizar os conceitos matematicos envolvidos. No Quadro
1, apresentamos a divisdo dos grupos e seus integrantes. Os

nomes, escolhidos pelos estudantes, sdo ficticios.

Quadro 1 - Organizagao dos grupos de estudantes

GrupoA | GrupoB | Grupo C | GrupoD | Grupo E
Paris Croacia Bulgéria | Dinamarca | Malta
Berlim Albania Bélgica Grécia | Amsterda
Luxemburgo| Madrid | Eslovénia | Portugal Italia
Londres Suica Espanha | Alemanha | Hungria

Fonte: dados da pesquisa.

Para este artigo apresentamos a resolugdo e discussdo

gerada para a resolucdo de dois problemas.

5.1 Analise prospectiva dos problemas

Na intervencdo, propusemos problemas, utilizando
um quadro geométrico para complementar a natureza
numérica, operacional ou algébrica do problema. Ainda,
optamos por problemas abertos e fechados, cujo contexto
estivesse relacionado a situa¢des do cotidiano, de maneira
que todos os dados do problema pudessem ser considerados
no desenvolvimento das heuristicas e das estratégias. Estas
caracteristicas, acreditamos, podem ter sido a causa de os
estudantes aceitarem o desafio de resolvé-los.

Nossa expectativa foi que a escolha dos problemas desta
fase nos ajudasse a investigar se um processo de ensino que
promova reflexdes compartilhadas de um grupo de estudantes
do Ensino Médio sobre a resolugdo de problema pode
favorecer a construgdo, o aprofundamento e a ampliagdo de
conhecimentos dos estudantes sobre perimetro e area.

Conforme ja descrevemos anteriormente, esta fase da
intervengo consistiu na proposta de uma sequéncia de cinco
problemas, ressaltamos que neste trabalho discutiremos os
resultados dos problemas 4 ¢ 5, aplicados na intervengdo. A

seguir apresentamos os problemas e uma analise prospectiva.

2.5 O problema 4

O objetivo da escolha do problema 4 e 5 foi considerar
as consequéncias do trabalho na perspectiva da mudanga de
quadros (Douady, 1992) e ampliar as estratégias de resolugao,
ultrapassando o quadro numérico, indicando possibilidades
de resolugdo no quadro algébrico. O Problema 4 (Figura
1) envolve o conceito de perimetro, area, composi¢do e
decomposicao, trata-se de um problema aberto, que pode
ser resolvido por meio de duas estratégias, uma no quadro

numérico e outra no quadro algébrico.
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Figura 1 — Enunciado do Problema 4

Problema 4. A figura abaixo representa o formaio da piscina do condominio San
Denis, cuja area mede 190 m=.
10m

——

6m 10m

I

Devido a pandemia da Covid-19, no ano de 2020, o uso coletivo da piscina foi

suspenso temporariamente. Em assembleia os moradores decidiram que a
administracdo do condominio deveria comprar uma lona para cobrir a superficie
da piscina durante o periodo de suspensao para evitar sujeiras e a reproducdo
de mosquitos. Para prender a lona na superficie da piscina, a sindica resolveu
comprar uma corda de modo que o seu comprimento fosse maior 1,5 m da
medida do comprimento da borda, dessa forma o tamanho do comprimenio da
corda seria suficiente para lacar as bordas da lona em torno da superficie da
piscina e prender a lona por meio da amarracdo das pontas da corda. Sendo
assim, quantos metros de corda, foram necessarios para a sindica conseguir
prender a lona nas bordas da piscina? Demonstre seu raciocinio.

Fonte: dados da pesquisa.

Optamos por ndo marcar as dimensdes faltantes do
retangulo com letras, para ndo induzir o estudante a
desenvolver estratégias apenas no quadro algébrico, nossa
intensdo foi avaliar a capacidade de desenvolvimento de
estratégia dos estudantes. Na resolu¢do no quadro numérico,
esperava-se que o estudante, para descobrir a medida do
comprimento da corda, somasse as medidas dos oito lados
da piscina. No entanto, estdo explicitas apenas as medidas de
quatro lados do desenho da piscina, & + 10 + 10 + 10
, faltam as medidas dos lados do quadrado, que sdo iguais, e
do retangulo, também iguais. Para encontréa-las, o estudante
precisaria fazer algumas analogias.

Uma possivel heuristica para descobrir as medidas que
faltam do quadrado seria considerar que, se a medida da altura
do retangulo ¢ , Inon, as medidas que faltam do lado do
quadrado sao ZmesM g possivel determinar a medida da
base do retangulo, reconhecendo que a area da piscina mede
190 m?2; que é formada pela justaposigdo de um retingulo
e um quadrado, ao decompd-la, tem-se que a medida do
lado do quadrado ¢ 10 m. Com estes dados. & ~nooival
determinar a 4rea do quadrado, 4 = (10 m)? = 100 m”
. Assim, a medida da 4rea restante, 90 m?2, ¢ a medida da

area do retangulo. A partir destas conexdes, esperava-se que

o estudante substituisse, na formula 4 = } .Ji, os dados
numéricos 4rea e altura. E, apds a substituicdo, chegasse a:
90 m- = b.6m,

Duas estratégias, a partir deste ponto, podem ser
desenvolvidas para solucionar o problema, o método das
tentativas ¢ a equagdo polinomial do 1° grau. No método das
tentativas, podem ser desenvolvidas, por exemplo, as tentativas

6m.12m= 72m? 6m.13m = 78 m*
y e _ - Ao chegar neste nonto,
conclui—ﬁserg'u'elg‘s mmalsé%s 4ot retangulo medem 15m de

base ¢ & ™M de altura. A segunda possibilidade de resolugdo
¢ reconhecer a equagdo 6b = 90 ¢ resolvé-la para
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determinar a medida da base. Por fim. a resnosta esnerada é:
p=¢6m + 15m + 2m + 10m + 10m+ 10m + 2m + 15m = 70m + 1.5m =

o 71,5 m
. Neste caso, a sindica deve comprar * == "* de corda.

2.6 O problema 5

Assim como no Problema 4, neste Problema 5, o intuito
foi, além de aprofundar e ampliar o conhecimento dos
estudantes sobre resolugdo de problemas, cujo contexto
envolvesse o calculo de perimetro e area, apresentar uma
estratégia de resolucdo, trabalhando no quadro algébrico. O
problema em questdo é aberto, a natureza possibilita utilizar
o conceito da equag@o polinomial do 2.° grau, mas, caso o
estudante ndo consiga desenvolver a equacdo e resolvé-la,
pode adotar o método das tentativas, trabalhando apenas no
quadro numérico.

Figura 2 — Enunciado do Problema 5
Problema 5. O estacionamento da empresa do Walter possui uma drea de 375
m? e ele pretende aumentar a drea para 600 m?. A medida dos lados do atual

terreno é de 15 m por 25 m, conforme mostra a figura abaixo.

Area ampliada

25m

Em quantos metros Walter deve aumentar nas dimensdes do estacionamento

para que a nova area seja 600 m*? Demonstre seu raciocinio.
Fonte: Sao Paulo (2020)

Conforme justificamos no Problema 4, neste, também,
optamos por ndao demarcar as dimensdes faltantes do
retangulo com letras ou outros simbolos, para nao induzir
os estudantes a acharem que devem desenvolver estratégias,
apenas utilizando conceitos algébricos.

No quadro algébrico, nosso intuito era mostrar para os
estudantes, que, por meio do conceito da equagdo polinomial
do 2° grau, ¢ possivel resolver problemas geométricos. Para
tanto, queriamos indicar duas técnicas operatdrias: resolver
por meio da fatoragdo ou encontrar as raizes a partir dos
coeficientes da equacdo, neste caso utilizando a féormula de
Bhaskara.

Esperava-se que o estudante reconhecesse, a partir
da heuristica 600 m - 375 m" = 225m°, que faltam
no quadro geométrico as dimensdes da area 225 m*
, que somadas as dimensdes da antiga 4rea, 375 m°
, vdo compor as dimensdes da nova area ampliada, que
¢ 600 m® Como ainda nio se tém as dimensdes da
area ampliada, o raciocinio deve ser apresentado por
meio do produto (15 + ¥).(25 + y) =600. O
estudante poderia também ampliar o raciocinio numérico

600 m>- 375 m? = 225m* para o

raciocinio
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algébrico (15 + v).(25 + y) — 375 = 225,
Tanto a expressio (15 + ¥).{25 + ) = 600 quanto
a (15 + v)(25 + v) —375 = 225 resultam na
equagio - + 40y - 225 = 0.

Diante da equagdo y* + 40y - 225 = 0. duas
técnicas operatdrias para resolvé-la sdo esperadas, a fatoragdo
ou a formula de Bhaskara. Na resolugio por meio da fatoragao,

esperava-se que o estudante apresentasse os seguintes passos:

v+ 40y-225 =0 =0 — y* + 40y = 225
40 + 2 = 20 — 20° = 400.

Completando o trindmio quadrado perfeito do primeiro

termo, somando o mesmo numero aos dois membros da

equacﬁo_} }’2 + 4‘[}_}’ + Zﬂz = 225 + Zﬂz

(v + 2[})2 = 625 !
Ao desenvolver o produto U’ + 2[})2 = 625 _,
y + 20 =../625 obgm-sey + 20 = £ 25
v+ 20= 25 =y =75
i)y +20 = —25 = y = —45.
Caso adotasse a formula de Bhaskara, a partir da equagao
},z + 40y - 225 = (0, poderiam encontrar as raizes,

a partir dos coeficientes di— (b}iumb = 40
L= 225 _ x = -
- (#0) +/(40)"-4 (D)(-225)

(! . X =
— 40 + V500
=" ., o0s

resultados sezrgaln}l x’ =5 e x” = -45. Logo, Sonsiderando
quey = 5,somam-se15 +v =15+ 5=20c¢
25 + v = 25 + 5 = 30. Para validar a resposta e
verificar a area total do novo estacionamento, esperava-se que

o estudante fizesse Appeq; = 20 m.30m = 600m*

No método por tentativas, uma possivel estratégia
seria reconhecer a formula 4 = b.Hh, e entdo substituir
600 = b.h, seguida das tentativas para encontrarem
as medidas da base e altura que faltam na nova area do
estacionamento. Assim, os estudantes poderiam calcular
16m.26m = 416 m?, 17m.27m = 459 m?
até chegar ao produto 20m .30m = 600 m= A partir
deste ponto, concluiriam que Walter deve aumentar 5 11

nas dimensdes do estacionamento para que a nova area seja

600 m*

3 Resultados e Discussao
3.1 Analise das resolucdes do problema 4

Para o problema 4, esperavamos duas possiveis estratégias
para a resolugdo deste problema, uma no quadro numérico
e a outra no quadro algébrico. A despeito de os estudantes
apresentarem solugdes nos dois quadros, prevaleceu a
estratégia no quadro numérico. Apenas o Grupo C apresentou
estratégias no quadro algébrico, conforme rubricas ilustradas

na Figura 3.
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Figura 3 - Resolucdo do estudante Eslovénia do Grupo C

1,5 v e na 9

Fonte: dados da pesquisa

Inicialmente, o estudante reconheceu a formula do
retingulo, 4 = } .h, seguido da substituicdo da base (b
) por x e a resolug@o da equag@o polinomial do 1° grau, que
resultou na descoberta da base do retangulo, que foi 15 m.

Segundo as pesquisadoras Douady & Perrin-Glorian
(1989), a mudanga de quadros ¢ um meio para se obterem
formulagdes diferentes de um problema, possibilitando um
novo acesso as dificuldades encontradas no quadro inicial e o
uso de novas ferramentas e técnicas que ndao eram adequadas
para a formulacdo inicial. Nesta fase de intervencgao,
constatamos que os estudantes se valeram da mudanga de
quadros, sendo os mais comuns os quadros geométrico e
numérico. Neste problema, o estudante Eslovénia trabalhou
nesta perspectiva, a partir da interpretacio dos dados
explicitos no quadro geométrico desenvolveu estratégias no
quadro algébrico e numérico.

Ainda sobre o trabalho no quadro algébrico, o Grupo E,
ao perceber que no retangulo estava explicita apenas a medida
da altura, adotou o método das tentativas para descobrir »
valor da base. Chamou os valores que multiplicavam por
de “numero aleatorio”.

Figura 4 - Resolucao do estudante Hungria do Grupo E
AR 1. | O= S o< ‘
D o
AR= 6.1 SI{F'I' ATwﬂ'f.L@‘] = ':_:!D&m.z

AT= 100m2Z, oyotrnts

T340 T

TS419S y2+z2+ 6= 40O
let10+10=20 — = 7?0

-
= -
7;_0?"1-1*?'__‘,}{1:?‘;?:5}1/1
Fonte: dados da pesquisa.

Ao perceber o uso da expressdo AR = 6.15 (n° aleatorio),
questionamos o grupo o que significava tal expressao para
eles, e o estudante Paris respondeu que faziam referéncia a
“um numero que iam encontrar”. Mesmo nao apresentando
estratégias no quadro algébrico, inferimos que sua resposta
representa um possivel raciocinio algébrico entre os pares do
grupo.

Os demais grupos utilizaram o método das tentativas.
Trabalharam no quadro numérico, considerando que se a
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90 m*

medida faltante dao re‘rﬁngu]o’ fazendo
6mx 15n

entre os participantes do Grupo E.

area do retangulo media , logo naderiam deccobrir a

tmx10m = 60

1= 9{]. Destacamos a seguir a socializagao

Estudante Suica: [ ... ] 6 para 9? (referia-se a multiplicacdo)
Estudante Albania: por qué? Néao tem logica ser 9.

Estudante Suica: ah, tem que da 90! acho que é 18. Acho
melhor tentar de outro jeito, acho que ndo vai dar, ndo.
Estudante Albania: serd!? E se tentarmos por 13?

Estudante Suica: da 78. Ah, achei, da por 15.

Estudante Suiga: [ ... ] agora temos que ver a corda, porque o
importante é a corda.

Estudante Albania: é so somar mais 1,5, entendeu?
Estudante Sui¢a: acho que ndo.

Estudante Albania: ¢! aqui diz que é 1,5 maior.

Estudante Suica: ndo, diz que a corda precisa ser maior que
1,5, ndo quer dizer que a gente tenha que colocar 1,5 na drea,
por exemplo, tudo isso vale 190, so que é tudo isso (neste
momento apontava para a imagem de toda a piscina).
Estudante Albania: mas é o perimetro! S6 somar os lados
agora!

Estudante Suica: deu 82.

Estudante Albania: mais 1,5. [...] Tem que sobrar 1,5.
Estudante Madrid: ai tem que tirar 12, somamos este lado
aqui 2 vezes.

Estudante Suiga: verdade!

Durante as resolugdes, prevaleceu a autonomia e a
seguranga dos grupos na mobilizac¢ao de conceitos, formulas e
estratégias. Fomos pouco solicitados para mediar davidas. Ao
circular pela sala, notamos que as poucas que surgiam eram
superadas entre os proprios componentes dos grupos.

Esse fato ratifica as reflexdes de Allevato (2005), acerca
do trabalho em um cendrio de resolugdo de problemas.
Para essa pesquisadora, quando os estudantes socializam
e compartilham suas ideias, eles elevam a sua autoestima,
tornam-se mais confiantes em suas habilidades e em seu
potencial e, por meio do didlogo e da troca de experiéncia com
os colegas, eles avaliam seu proprio trabalho, sem precisarem
ser avaliados ou corrigidos pelo professor. Percebemos estas
reflexdes de Allevato (2005) em diversas passagens desta
intervengao.

Na fase
dificuldades em relagdo aos conceitos de perimetro e area

diagnostica os estudantes apresentaram
e, também, para calcular perimetro e area. Percebemos que
nesta fase da intervencdo estas dificuldades parecem ter sido
superadas. As poucas que surgiram estiveram relacionadas
a interpretacdo do problema em si, como por exemplo as do
Grupo A, que, em sua estratégia inicial, compreendeu que

deveria acrescentar em cada lado 1,5 .

Figura 5 - Resolucdo do estudante Berlim do Grupo A

=

0m 13,5
Ag. A=

2,5 6m 10m

7 doorv-

125

0y Qo 5 6.5

Fonte: dado da pesquisa
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Oimpasse entre os pares prevaleceusobreasomado 1,5
, pois da a entender que leram o problema superficialmente,
ndo entenderam que o comprimento da corda deveria ser
maior que 1,5 11 da medida da borda da piscina. Por meio
do método das tentativas, calcularam a medida que faltava do
lado do retangulo, mas as medidas faltantes do perimetro do
quadrado ndo foram levadas em considera¢do. Mediamos a
compreensao, dizendo.

Pesquisador: o perimetro é a soma de todos os lados, certo?
Estudante Berlim: sim, professor, isso a gente sabe.
Pesquisador: vocés ndo acham que tem medida do perimetro
faltando ai!? <

Estudante Paris: [...] entdo vai ser 66 mais L .

Estudante Londres: acho que falta este lado aqui (neste
momento apontava para o lado do quadrado sobreposto ao
retangulo)

Estudante Berlim: mas essa parte nao existe! Esse quadrado
ele ndo fecha!

Pesquisador: vocés calcularam todos os perimetros?
Estudante Paris: sim, professor, 6, 15, 15, 10, 10 e 10 ... ndo!
calma ai, isso aqui ndo conta?! (neste momento apontava
para as medidas 2 ¢ 2).

Estudante Berlim: Ah! Cara, eu ainda pensei nesta partezinha.
Entao ¢ 2!

Estudante Paris: ndo! ndo da!

Estudante Berlim: por que ndo!?

Estudante Paris: se aqui vale 15 e ai vai valer 2, altera a area!
Estudante Berlim do Grupo A: nada a ver, perimetro sdo
os lados e drea é base vezes altura e estas medidas é do
quadrado, entendeu?

A partir desta socializagdo, o grupo concordou que o
correto seria acrescentar mais 4 p a soma do perimetro da
borda da piscina. Estes impasses observados foram superados
como vemos nas rubricas do estudante Berlim, ilustradas na
Figura 6. Provavelmente estas dificuldades dos estudantes do
Grupo A ainda estejam relacionadas ao trabalho com figuras
bidimensional.

Figura 6 - Resolucdo do estudante Berlim do Grupo A
h fo«{o s 1 YoYU ="For
2@ + {{ S '} 4 ’

Fonte: dado da pesquisa.

Nos demais grupos, o trabalho com a decomposi¢ao nao
apresentou dificuldades. Tomemos como exemplo as rubricas
do estudante Hungria.

Figura 7 - Resolucdo do estudante Hungria do Grupo E
25 |

s‘m" &

Jo a |

aom

Fonte: Acervo da pesquisa.

Houve poucas dificuldades em relagdo a escolha dos
algoritmos adotados para efetuar os calculos dentro do quadro
numérico. Na plendria, o Grupo B apresentou os calculos que
desenvolveu para achar o perimetro, considerando a medida

do perimetro do retdngulo, 42 111; a medida do perimetro do
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quadrado, 40 1m; e o comprimento 1,5 m, seguido da subtragio
de 12 m.

Figura 8 - Resolucdo do estudante Madrid do Grupo B

©- 2.9 B23446 = F3 Bom

235 -3y 5,
A Q= 4g

Faen - 3o

e s WS i a coda

AL h-an

R

Fonte: dados pesquisa.

Na plenaria, o grupo foi questionado:

Estudante Paris do Grupo A: por que — 12 ali?

Estudante Madrid: ah ... é que somamos o 6 duas vezes!
entendeu?

Esta pratica de observarem as rubricas dos pares foi um
habito comum nos encontros.

Por fim, concluimos que o reconhecimento e a utilizagio
de formulas para calcular perimetro e area de uma figura —
quadrado, retangulo, triangulos, trapézio e circulo — nao foi
uma dificuldade aparente durante a resolucdo de todos os
problemas propostos na fase da intervengdo, diferente da
composicdo ¢ da decomposi¢do de figuras bidimensionais,
que pareceu ser mais complicado para eles. Neste Problema
4, o trabalho com a decomposi¢cdo apresentou pontos de
davidas em alguns grupos, caso dos Grupos A e B. Em relagao
a organizacdo e a apresentacdo na plenaria, houve variagdes
nos calculos, mas nada que invalidasse as estratégias. No
geral, mobilizaram corretamente os conceitos envolvidos na
natureza do problema e apresentaram estratégias nos quadros
numérico e algébrico.

3.3 Analise das resolucdes do problema 5

Na resolugdo deste problema, as conexdes ocorreram de
maneira rapida, prevaleceu o método das tentativas. Os grupos
A, B, D e E apresentaram solugdes corretas. Os estudantes
apresentaram estratégias apenas no quadro numérico, todos
reconheceram a formula A4 = b.h e apresentaram
heuristicas, considerando os conceitos de area do retangulo.
Tivemos o cuidado de formatar a figura do quadro geométrico,
de modo que as medidas do lado da area ampliada pudessem
ser visualizadas aparentemente iguais. A heuristica, utilizada
no Problema 4, para descobrir a medida que ndo estava
explicita na borda que compunha o retangulo, foi também
utilizada pelos pares de alguns grupos neste Problema 5. A
seguir, apresentamos a transcri¢ao do Grupo E.

Estudante Malta: [...] vai precisar fazer menos!? 600 - 375
? Porque ele auer aumentar para 600, certo? E ai ele ja tem
uma drea de 373, entendeu?

Estudante Hungria: sei ld, sera que assim fica mais facil?
Estudante Malta: mas temos que descobrir a area que ele vai
aumentar!

Estudante Malta: [...] essa drea branca tem que dar
chegar a 600, _
Estudante Hungria: vai darparafazer assim: 30.20 = 600
, ndo pode!?

Estudante Malta: de onde vocé tirou os 20 ?

Estudante Hungria: eu deduzi que era 20} e aqui deduzi que

225 para
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era 30.

Estudante Amsterda: mas a gente precisa de uma conta.
Estudante Malta: mas ai ja respondeu o problema!
Estudante Hungria: precisa aumentar 3 . nas dimensées

Inferimos que, como os estudantes ja compreendiam os
conceitos de perimetro e area e os elementos que constituem
aformula 4 = b .h e a técnica operatoria para calcular a
area do retangulo, desenvolveram estratégias, deduzindo que
poderiam descobrir a medida do perimetro da area ampliada,
aumentando valores iguais em cada lado do terreno atual
até alcancar a medida da area 600 m®. Isso se comprova,
pois, na plenaria, o estudante Grécia do Grupo D exp0s esta
estratégia.

Figura 10 - Resolucao do estudante Grécia do Grupo D
As N = YA s |

Fonte: dados da pesquisa.

Quando essa estratégia foi socializada, os demais grupos
contaram também terem pensado dessa maneira para executar
os calculos. Isso denota uma grande afinidade entre eles.

Esperavamos com este problema continuar aprofundando
o conceito de perimetro e area, mas nao tivemos muito o
que formalizar sobre o assunto, visto que as dificuldades
parecem ter sido superadas. Ja& em relacdo ao quadro
algébrico, nenhum grupo apresentou estratégias neste
quadro. Assim, na formalizagdo, apontamos a possibilidade
da ampliagdo das estratégias, saindo do quadro numérico
para o quadro algébrico. Apresentamos a expressao
(15 + ¥).(25 + v) = 600 e, a partir da equagio
},! + 40y - 225 = 0 sendo utilizadas duas novas
técnicas de resolucdo: a fatorag@o e a formula de Bhaskara.

Na formalizagdo, recorremos ao processo, denominado
por Douady (1992) de dialética ferramenta-objeto. Trata-se de
um processo ciclico que organiza as fung¢des do professor e dos
estudantes. Os conceitos matematicos podem desempenhar
o papel de ferramenta para resolver um problema, como é o
caso da equag@o polinomial do 2° grau. Suas propriedades e
representagdes, permitem construir novo saber. Neste caso,
indicamos para os estudantes um novo conceito que pode ser
utilizado para resolver problemas geométricos, que foi o caso
do problema 5.

4 Conclusio

Asreflexdes desenvolvidas a partir dos resultados expostos
nas sec¢des anteriores constituiram base para elaborar respostas
as nossas indagacdes. Constatamos que foram desenvolvidas
por meio do ambiente colaborativo da metodologia Ensino-
Aprendizagem-Avaliacdo através da Resolucao de Problemas
trés tipos de socializagdo: a socializac@o entre os participantes
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de um grupo; a socializagdo na plenaria entre os participantes
de todos os grupos; e a socializagdo na formalizagdo
entre os participantes de todos os grupos e o pesquisador.
Em cada uma destas socializa¢des, identificamos que as
reflexdes desenvolvidas possuiam caracteristicas diferentes,
potencialmente valiosas no processo de ensino e aprendizagem
da matematica.

Nas socializagdes entre os participantes de um grupo,
investigavam por meio do compartilhamento das heuristicas
as possibilidades do uso de um conceito para desenvolver
uma estratégia. Neste tipo de socializagdo, a disputa por
uma melhor heuristica para representar no papel a rubrica
da estratégia parecia uma batalha. Pudemos, neste tipo de
socializacdo, avaliar o aprofundamento da aprendizagem dos
grupos sobre os conceitos envolvidos em cada problema.

As socializagdes na plenaria entre os participantes de todos
os grupos eram desenvolvidas a partir de uma estratégia que ja
estava representada por meio de um modelo matematico. As
socializa¢des, observadas no cenario da plenaria, permitiam
que os estudantes e o pesquisador interpretassem resolugdes,
trocassem experiéncias e aprendessem novas estratégias. Uma
heuristica abandonada por um grupo, muitas vezes por falta de
conhecimentos prévio, era adotada por outro grupo e, ao ser
apresentada na plendria, causava curiosidade naquele grupo
que a havia abandonado. Estas agdes intensificavam os debates
na plendria. Assim, notamos neste tipo de socializagdo, um
fértil ambiente de aprendizagem para construir ¢ ampliar os
conhecimentos sobre perimetro e area.

Nas socializagdes entre todos os participantes dos grupos
na formalizag@o, era o pesquisador quem, na maioria das
vezes, provocava os discursos. O pesquisador retomava
estratégias abandonadas pelos grupos, apresentava novas,
estabelecia conexdes e formalizava os conceitos envolvidos
no problema. A socializagdo nesta fase parecia ser mais interna
ao estudante e com ele mesmo. A despeito de haver poucas
discussdes e poucos questionamentos ao pesquisador, o efeito
desse momento da formalizacao era sentido na resolugdo do
proximo problema, a autonomia dos estudantes aumentava
e as conexdes dos conceitos envolvidos no problema eram
desenvolvidas com maior rapidez.

Pudemos também analisar que a partir das socializagdes
entre os grupos, das plendrias, das atitudes de cooperagdo
dos estudantes entre eles e das reflexdes na etapa da
formalizagdo, foram etapas fundamentais e importantes para
que eles pudessem rubricar suas heuristicas, compreender as
dificuldades dos problemas, chegar as conclusdes acertadas,
desenvolver estratégias e superar as dificuldades. Por fim,
a partir desta andlise, justificamos a resposta da nossa
segunda questdo de pesquisa “Em caso positivo, quais sdo as
contribuigdes?”, pois o cendrio investigativo da metodologia
empregada na intervengdo agregou diversas contribuigdes,
tanto no ensino, quanto na aprendizagem.

O foco das avaliagdes em larga escala ¢ avaliar a
aprendizagem da Matematica por meio da resolugdo de
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problemas. Apesar do objetivo de cada problema proposto
nessas avaliacdes ser avaliar uma unica habilidade ou
descritor, a natureza dos problemas trata da inter-relacdo de
conceitos que poderiam pertencer a duas ou mais habilidades.
Em vista disso, concluimos que o processo da resolugdo de
problemas e o trabalho com os quadros geométrico, numérico,
algébrico sdo essenciais no cenario das avaliagdes em larga
escala.

No inicio desta pesquisa apresentamos uma hipotese,
que foi: estudantes podem errar os problemas propostos
nas avaliagdes em larga escala, ndo porque talvez nao
tenham aprendido os conceitos de equagdes e fungdes, mas
possivelmente por nao saberem trabalhar com os conceitos
de perimetro e area de figuras planas, ou ao contrario.
Apenas com os dados analisados na fase diagndstica nao foi
possivel afirmar ou negar esta hipdtese, pois precisariamos
compreender com mais profundidade as heuristicas, as
relagdes que os estudantes efetuam com os conceitos quando
trabalham na perspectiva da mudanga de quadros e isso ndo
pode ser observado com maiores detalhes no diagnostico.

Apds analisarmos os dados da intervengdo, inferimos
que os estudantes mostraram indicios de que aprofundaram
e ampliaram seus conhecimentos sobre perimetro ¢ area. Os
conceitos sobre equagdes e otimizagdo de fungdo ndo foram
trabalhados em nossa intervencgdo, até apresentamos, nos
Problemas 4 e 5, estratégias utilizando equagdes de grau um
e dois, mesmo assim, precisariamos propor mais problemas,
com naturezas diferentes e explorar mais elementos das
equacoes.

Em sintese, considerando que a natureza dos problemas
da intervengdo contemplou a interrelagdo de conceitos que
poderiam pertencer a habilidades de quadros distintos,
inferimos que os resultados denotaram certa inseguranga
dos estudantes para se langarem a resolugao de um problema
quando era necessaria ou adequada a mudanga de quadro.
Todavia, os estudantes desenvolveram a atitude de valorizar o
trabalho coletivo, colaborando na interpretagao de situagdes-
problema, na elaboragdo de estratégias de resolug@o e na sua
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validagao.
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