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Resumo

O artigo discute parte dos dados obtidos em um processo formativo que integrou a tese de doutorado do primeiro autor, cujo objetivo foi
investigar os conhecimentos necessarios ao futuro professor de Matematica para explorar nogdes de sequéncia, série e limite no Ensino
Médio. Os dados foram coletados por meio de um questionario inicial e discussdes em dois encontros com sete estudantes da Licenciatura em
Matematica totalmente online de um centro universitario privado de Sdo Paulo. O marco tedrico baseou-se nas concepedes de Tall e Vinner
sobre imagem conceitual e nos estudos de Ball, Thames e Phelps sobre conhecimento profissional do professor de Matematica, especialmente
o conhecimento especializado do conteudo. A analise dos dados revelou que os participantes apresentaram dificuldades em identificar a
regularidade das parcelas de uma série infinita e compreender o conceito de limite. No entanto, durante as discussdes sobre as atividades
propostas, houve progresso na compreensao desses conceitos, especialmente em relagio as séries convergentes e divergentes. O artigo conclui
ressaltando a importancia de abordagens que favorecem a compreensdo gradual e a antecipagdo de conceitos fundamentais ainda no Ensino
Meédio, como o de limite de sequéncias e series numéricas, para favorecer o desenvolvimento da abstracdo e generalizagdo, além de facilitar a
aprendizagem futura de conceitos do Calculo Diferencial.

Palavras-chave: Educagdo Matematica. Licenciatura em Matematica. Conhecimento Matematico para o Ensino. Ensino de Séries e Limite.

Abstract

The article discusses part of the data obtained in a training process that was part of the first author's doctoral thesis, whose objective was to
investigate the knowledge necessary for future Mathematics teachers to explore notions of sequence, series and limits in High School. Data
were collected through an initial questionnaire and discussions in two meetings with seven fully online Mathematics Degree students from a
private university center in Sao Paulo. The theoretical framework was based on Tall and Vinner's conceptions of conceptual image and the
studies of Ball, Thames and Phelps on Mathematics teachers’professional knowledge, especially specialized content knowledge. Data analysis
revealed that participants had difficulties in identifying the regularity of the installments of an infinite series and understanding the concept
of limit. However, during discussions about the proposed activities, there was progress in understanding these concepts, especially in relation
to convergent and divergent series. The article concludes by highlighting the importance of approaches that favor the gradual understanding
and anticipation of fundamental concepts, such as the limit of sequences and numerical series, to favor the development of abstraction and
generalization, in addition to facilitating future learning of Differential Calculus concepts.

Keywords: Mathematics Education. Initial Training for Mathematics Teachers. Mathematical Knowledge for Teaching. Teaching Series and
Limits.

1 Introducio A escolha dos objetos matematicos para esse processo

O presente artigo discute parte dos dados obtidos em foi impulsionada pela nossa observancia dos desempenhos

. . insatisfatorios dos estudantes nos processos de ensino e de
um processo formativo que integrou a tese de Doutorado

defendida pelo primeiro autor (Souza, 2023), cujo proposito
foi investigar os conhecimentos necessarios ao futuro
professor de Matematica, sob os pontos de vista do conteudo,
do didatico e do curricular, para a exploragcdo de nocdes de
sequéncia, série ¢ limite no Ensino Médio.

Os dados aqui analisados foram os coletados no inicio
desse processo por meio de um questionario de entrada
e do registro das discussdes ocorridas nos dois primeiros
encontros com a participagdo de um grupo de sete estudantes
da Licenciatura em Matematica, no formato 100% on-line, de
um centro universitario privado do estado de Sao Paulo.
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aprendizagem de conceitos e procedimentos presentes nas
disciplinas que envolvem o Célculo Diferencial e Integral.
Diversos pesquisadores tém apontado as dificuldades dos
estudantes em relacdo ao calculo como Baruffi (1999);
Burigatto (2019) e Martins (2023).

Consideramos relevante apresentar neste artigo parte dos
resultados do referido processo, pois nos permitem refletir
sobre conhecimentos dos licenciandos a respeito de sequéncias
e séries infinitas. A identificacdo desses conhecimentos nos
deu, evidentemente, argumentos para elaborar, selecionar
e organizar atividades para serem aplicadas no decorrer do
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restante do processo formativo, cujos dados serdo futuramente
publicados.

Nessa formagdo assumimos o pressuposto de que o
professor de Matematica deve ter conhecimentos para o ensino
dos contetidos indicados pelo curriculo tendo a perspectiva do
desenvolvimento das competéncias ¢ habilidades previstas.
Assim, ele deve ser capaz de mobilizar os objetos de
conhecimento de sua area para que os alunos desenvolvam
dentre diversas competéncias especificas da matemaética,
a capacidade
em multiplos contextos: individual, social, ocupacional
e cientifico. E importante que se proponha situagdes de
aprendizagem ndo incluindo somente os contextos da vida

de enfrentamento de situagdes-problema

real, mas também situa¢des imaginadas, ndo diretamente
relacionadas com o pratico-utilitario, mas que potencializem
de fato a capacidade de generalizag@o e abstragao.

Considerando esse pressuposto e em articulagdo com as
competéncias gerais da Educagéo Basica e com as da area de
Matematica do Ensino Fundamental, a BNCC procura garantir
aos estudantes do Ensino Médio o desenvolvimento de cinco
competéncias especificas. Para o processo formativo, optamos
pela Competéncia Especifica 5 da area, assim enunciada no
documento:

Investigar ¢ estabelecer conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e propriedades matematicas, empregando
estratégias e recursos, como observagdo de padrdes,
experimentagdes e diferentes tecnologias, identificando a
necessidade, ou ndo, de uma demonstragdo cada vez mais
formal na validagdo das referidas conjecturas. (Brasil, 2018,
p.531).

Cabe ainda considerar que incluir nogdes de Calculo
Diferencial no Ensino Médio ndo significaria simplesmente
preparar o aluno para o Ensino Superior, mas sobretudo,
contribuir para a formagdo geral do aluno de modo a
desenvolver o raciocinio l6gico, o espirito de investigagdo
e a capacidade de produzir argumentos convincentes.
Compartilhamos assim da pressuposigdo de que a Matematica
tem um papel ndo apenas de adquirir conceitos, ferramentas
e linguagem para resolver e comunicar problemas reais, mas
relevante também para o desenvolvimento da capacidade
de abstracdo, de imaginacdo e de consideracdo de novas
perspectivas.

Portanto, ¢ nessa dire¢do que propusemos desenvolver
nosso processo formativo com participantes desta pesquisa,
estudantes de Licenciatura em Matematica, que poderdo
ensinar nog¢des de calculo no Ensino Médio.

2 Marco Tedrico

Levando em consideracdo a elaboragdo e analise das
questdes que compdem o questionario inicialmente proposto,
apoiamo-nos nas concepgdes de Tall e Vinner (1981) sobre
a ideia de imagem de conceito, termo designado pelos
autores para descrever toda a estrutura cognitiva associada
a um determinado conceito matematico, incluindo todas as
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imagens mentais, ideias, representagdes visuais e descri¢cdes
verbais relativas as propriedades e processos correlacionados.

De acordo com esses autores, a imagem conceitual se
constitui no decorrer dos anos por meio de experiéncias de
todos os tipos, evoluindo continuamente a medida que novos
enfrentamentos sao estimulados.

Outro estudo que foi considerado imprescindivel para esta
investigagdo foi a de Ball, Thames e Phelps (2008), tendo em
vista que pretendiamos analisar os conhecimentos necessarios
para ensinar um contedo matematico. Esses tedricos
detalham os conhecimentos profissionais do professor de
Matematica utilizando as seguintes categorias: conhecimento
comum do conteudo, conhecimento horizontal do contetdo,
conhecimento especializado do contetido, conhecimento do
conteido e do estudante, conhecimento do contetdo e do
ensino, conhecimento do conteudo e do curriculo. Neste artigo
analisaremos especialmente o conhecimento especializado do
conteudo.

Segundo esses pesquisadores conhecimento do conteudo

especializado do professor ¢ distinto do conhecimento
especializado do matematico, visto que tem estreita ligagao
com a pratica docente. Constitui-se da capacidade ndo
apenas de perceber os erros dos estudantes, mas de analisar
e identificar provaveis causas desses erros e apresentar,
imediatamente, a eles, esclarecimentos precisos e respostas
convincentes, a fim de ajuda-los a enfrentar e superar suas
dificuldades. Esses conhecimentos sdo, portanto, necessarios
a docéncia, mas provavelmente ndo o sdo para nenhum outro
proposito.

Quando o professor ensinar, por exemplo, a técnica
para a obtencdo da fragdo geratriz de uma dizima periddica
pela multiplicagdo dos dois membros da igualdade por uma
poténcia de base 10 (indicada em muitos livros didaticos), e
subtrair essa nova igualdade da primeira, devera enfatizar que
esse procedimento s6 ¢ possivel, porque a série infinita em
questdo ¢ convergente. Mas ¢ relevante que o professor tenha
disponiveis alguns contraexemplos de séries infinitas em que
nao se pode aplicar algumas propriedades da igualdade.

Por exemplo, aplicando propriedades para uma adic¢do
com numero infinito de termos:

5_1+21+441
B 10

9261
1000

100

Multiplicando os dois membros da igualdade

- 21 441 9261
105 =10(1+ 75+ 700 T 1000 T
_ 441 9261
105—10+21+E+W o

Colocando 21 em evidéncia no 2° termo da igualdade:
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441
100
105 =10+ 21.5

9261

+—— )

21
105=10+21.(1+ —
g (L% 10 * 1000

105 — 215 =10
—115 =10

Nesse caso, a soma de infinitas parcelas positivas ¢ um
nimero negativo — o que consiste, evidentemente em absurdo,
decorrendo da aplicag@o a série divergente, de propriedades
validas apenas para séries convergentes.

Um engenheiro certamente pode conhecer os significados
de séries convergentes e de séries divergentes e reconhecer
que as propriedades diferem, mas nido é necessario que ele
tenha disponiveis, de imediato, exemplos e contraexemplos.
Portanto, segundo Ball ez al. (2008), trata-se de conhecimento
do contetido especializado, necessdrio ao professor, para
que ele possa avaliar a viabilidade (ou ndo) de propor essa
discussdo em sala de aula.

3 Procedimentos Metodolégicos

Esta investigacdo, de natureza
autorizada pela Comissao de Etica, sob o numero CAEE:
52325821.2.30019847, 5.179.051.
Ela foi realizada com sete futuros professores do curso
de Licenciatura em Matematica na modalidade Educagdo
a Distancia (EaD) 100% online, com idade entre 29 e 45

anos, sendo a média dessas idades igual a 37,0 anos. Esses

qualitativa  foi

numero do parecer:

participantes ja tinham cursado Calculo Diferencial e Integral
e se propuseram a constituir um grupo para estudar questdes
ligadas a possibilidades de explorag¢ao de nogdes de limite no
Ensino Médio. Neste texto, usamos as referéncias Lic. (P),
Lic. (E), Lic. (J) etc. para nomear os licenciandos participantes
da pesquisa.

A coleta de dados ocorreu em duas fases. Na primeira,
aplicamos um questionario de carater diagndstico para
identificar conhecimentos dos licenciandos sobre a nogdo
de limite, notadamente a possibilidade de se obter a soma
dos infinitos termos de uma sequéncia. Este questionario foi
respondido individualmente.

A segunda fase, denominada processo formativo,
teve o objetivo de investigar se, atividades que explorem
a no¢ao de limite da soma dos infinitos termos de séries
geométricas infinitas convergentes, poderiam ampliar a base
de conhecimentos dos licenciandos por meio de reflexdes
compartilhadas sobre o ensino desses objetos na Educacao
Basica. Os encontros ocorreram no formato sincrono via
Microsoft Teams ¢ a realizag@o das atividades propostas, foi
realizada em grupos (duas duplas e um trio) aconteceram
concomitantemente via Google forms. Sendo assim, a
formacgao ocorreu sincronicamente:
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(1) Cada grupo ficou alocado em salas separadas para
resolver os problemas propostos;

(i) Ap6s a realizagdo das atividades, os grupos foram
convidados a voltarem a sala principal. Esse momento
foi destinado para promover discussdes entre grupos e
pesquisador acerca dos itens abordados;

(iii) Logo depois, ocorria a institucionaliza¢do dos temas
abordados nas atividades.

Para este artigo selecionamos os dados coletados de
apenas uma das questdes do questionario inicial, denominada
neste artigo de “a igualdade” (Figura 1), e duas das situacdes
discutidas na formagdo, denominadas de “a tarefa de Jodo e a

tarefa de Maria, do problema de Jodo e Maria”.

Figura 1 - Situagdo-problema proposta no Questionario Inicial

Questéo 3: Vocé pode afimarque 80 =40 +20 +10+5+25+125+0625+ . 7
Explique sua resposta.

Fonte: dados da pesquisa.

A situacdo apresentada no questionario inicial teve o
proposito de fornecer informagdes sobre os conhecimentos
dos estudantes a respeito da adi¢do de infinitos termos de
uma Progressdo Geométrica decrescente. Foi solicitado
aos participantes que analisassem a sentenga matematica
contendo uma adigdo com infinitas parcelas (PG decrescente)
e discutissem a validade da igualdade apresentada.

Iniciamos o processo formativo, propondo a atividade
denominada de Problema de Jodo e Maria, para debater com
os sete licenciandos a ideia de infinito. No primeiro encontro,
discutimos a tarefa do Jodo (Figura 2) e, no encontro seguinte,
a tarefa de Maria (Figura 3). Essas atividades ja haviam
sido discutidas por Kindel (1998) com alunos da 7* série do
Ensino Fundamental e por Corbo (2012) com professores de
Matematica em uma formacao continuada.

Figura 2 - Problema de Jodo e Maria: a tarefa de Jodo
ATIVIDADE 1

Jodo e Maria perderam-se na floresta. Na estrada havia muitas toras de madeira

nos dois lados durante todo o percurso. Uma bruxa, que também andava pela
floresta, quando os encontrou, deu-lhes uma tarefa como desafio. Se a tarefa
fosse cumprida, estariam salvos, caso contrario morreriam. Cada uma das
criangas deveria seguir por um dos lados da estrada. Ao Jodo, a bruxa deu a
seguinte tarefa: a primeira tora vocé colocara no saco. A segunda vocé cortara
em dois pedagos iguais e colocard um deles no saco. A terceira vocé cortara em
quatro pedagos iguais e colocara um deles no saco. A quarta vocé cortara em
oito pedagos iguais e colocara um deles no saco. E assim por diante. a). Quais
pedagos Jodo colocara no saco? b) Represente essa situagdo, graficamente.
c¢) Quanto ele colocara no saco? Justifique.

Fonte: dados da pesquisa.

A seguir propusemos a continuacdo da Atividade Jodo e

Maria, com a tarefa de Maria:
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Figura 3 - Problema de Jodo e Maria: a tarefa de Maria

Figura 4 - Protocolo Lic. (E)

Atividade 2: Maria, vocé pegara a primeira tora e a colocara no saco. A segunda
vocé cortara em dois pedagos iguais e colocara um deles no saco. A terceira
voce cortara em trés pedagos iguais e colocara um deles no saco. A quarta vocé
cortara em quatro pedagos iguais e colocara um deles no saco. E assim por
diante.

a) Quais pedagos Maria colocara no saco?

b) Represente a situagdo graficamente.

¢) Quanto Maria colocara no saco? Justifique.
Finalmente, responda:

1) Ao compararmos o que cada um colocou no saco, o que se pode observar?
2) Quem carregara mais peso?

Fonte: dados da pesquisa.

Nossa intencionalidade em discutir essas duas tarefas
foi a exemplificar e iniciar uma discussdo com os futuros
professores sobre séries convergentes (tarefa de Jodo) e séries
divergentes (tarefa da Maria).

4 Analise e Discussao dos Dados

Expomos a seguir a andlise das questdes propostas aos
futuros professores e que foram selecionadas para este artigo.

4.1 Sobre a questiao da igualdade

A respeito da questdo proposta no questionario de entrada
(figura 1) sobre a veracidade da igualdade uma de nossas
expectativas possibilidades seria a de que os licenciandos
realizassem procedimentos, obtendo somas “parciais” como:

5, = 40;

5, =40+ 20 = 60;

§;=40+20 +10=70;

5,=40+20 +10 +5 =75;

§;=40+20 +10 +5 +2,5 =77,5;

S, =40+20 +10 +5 +2,5 + 1,25 = 78,75,

§,=40+20 +10 +5 +2,5 + 1,25+ 0,625 = 79,375,
Sg=40+20 +10 +5 +2,5 + 1,25+ 0,625 + 0,3125 = 79,6875.

Assim, esperavamos que fizessem conjecturas como:
0 que acontece a soma, se as parcelas forem aumentando?
A soma aumentaria, mas cada vez menos, pois as parcelas
a serem acrescentadas iriam ser cada vez mais menores e
proximas de zero.

Dessa maneira, almejavamos que cada um desses
licenciandos identificasse o padrdo da série infinita de razdo
, ou seja, identificassem que os termos da série apresentada
no 2° termo constituiam uma progressdo geométrica (PG) de
razdo e que 80 ¢ o limite dessa soma, utilizando possivelmente
a formula apresentada no EM:

Analisando as respostas a questdo apresentadas pelos
futuros professores, nenhum identificou o 2° termo como a
soma dos elementos de uma PG decrescente. O licenciando
(E), embora tenha constatado que as parcelas tendem a zero,
afirma que a soma de infinitas parcelas nao dara 80, mostrando

incompreensao (Figura 4).

JIEEM, v.17, n.1, p. 22-30, 2024.

.Ehf:,f\» M. - o i L A 2
ab-..{u W' a B~ \ tad

Fonte: dados da pesquisa.

Constatamos no protocolo do licenciando (R) pensamento
similar ao do lic. (E), conforme se observa no registro a seguir
(Figura 5)

Figura 5 - Protocolo Lic. (R)

3N, pov a0 M pervas Tabhes didwais Aen U
Linulootor oo Jamanho ou covdlemclaments, Yamous
A, ConAe e’ r}w%m,, oo Vale absebulo ol g0,

Fonte: dados da pesquisa.

Ja, o licenciando (K) identifica apenas a regularidade da
sequéncia, porém nao discute adequadamente a soma dos
termos obtidos (Figura 6).

Figura 6 - Protocolo Lic. (K)

e o~ i~ W 3 Tl = e
T oo T, il
o= e
-“C}'S’l% - 0,4562'; L ®

Fonte: dados da pesquisa.

Ja, as respostas apresentadas pelos demais licenciandos
sdo vagas e, neste caso, tampouco conseguiram identificar a
regularidade das parcelas que compdem a série, ou seja, cada
termo seguinte ¢ obtido multiplicando-se o termo anterior por
0,5.

As respostas a essas questdes indicam que o conceito da
soma de infinitas parcelas ndo fazia, na época da aplica¢do
do questionario, parte da imagem conceitual (Tall & Vinner,
1981) do grupo de licenciandos participantes de nosso
estudo. Essa nossa interpretagdo pode ser justificada pelo
fato de sequer identificarem que o 2° membro da igualdade
tratava-se da soma de uma PG infinita e decrescente — item
presente e valorizado nos curriculos do EM.

Esse desconhecimento reduz as possibilidades de o
futuro professor de selecionar e organizar boas atividades,
empobrecendo, segundo Tall e Vinner (1981), também as
possibilidades de ampliagdo da imagem conceitual, que esta
sendo desenvolvida pelos alunos, pela qual o professor €, a
nosso ver, o principal responsavel. Segundo Corbo (2012,
p-177), “¢ o dominio que o professor tem a respeito do
assunto que permitira a transformacgdo desse conhecimento
em conhecimento a ser ensinado — acessivel, compreensivel

aos alunos”, ainda que se opte por uma abordagem apenas
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inicial do assunto.

Analisando os dados do ponto de vista de Ball, Thames e
Phelps (2008) consideramos que as dificuldades explicitadas
pelos futuros professores em relacdo a soma apresentada
podem repercutir no ensino, pois ndo dominavam o

conhecimento do conteudo — comum e especializado.

4.2 Sobre o problema de Joao e Maria: a tarefa de Joao

A escolha da primeira atividade do processo formativo,
“o problema de Jodo e Maria: a tarefa de Joao” (Figura 7),
decorreu de nossa analise da questdo “a igualdade” solicitada
no questionario inicial sobre os conhecimentos apresentados
pelos licenciandos.

Figura 7 — a tarefa de Joao

Atividade de Joao e Maria: a tarefa de Joao

Jodo e Maria perderam-se na floresta. Na estrada havia muitas toras de madeira
nos dois lados durante todo o percurso. Uma bruxa, que também andava pela
floresta, quando os encontrou, deu-lhes uma tarefa como desafio. Se a tarefa
fosse cumprida, estariam salvos, caso contrario morreriam. Cada uma das
criangas deveria seguir por um dos lados da estrada. Ao Joao, a bruxa deu a
seguinte tarefa: a primeira tora vocé colocara no saco. A segunda vocé cortara
em dois pedagos iguais e colocara um deles no saco. A terceira vocé cortara em
quatro pedagos iguais e colocara um deles no saco. A quarta vocé cortard em
oito pedagos iguais e colocara um deles no saco. E assim por diante. a). Quais
pedacgos Jodo colocara no saco? b) Represente essa situagdo, graficamente.
¢) Quanto ele colocara no saco? Justifique.

Fonte: dados da pesquisa.

Pensédvamos que a discussao entre eles pudesse avancar
com a “tarefa de Jodo”. No entanto, até o momento de
nossa intervengdo nem todos os licenciandos reconheciam
que em uma adigdo de infinitas parcelas, a soma ndo ¢
necessariamente infinita, pois podiam tender a um niimero.

O grupo (A) fez mengdo sobre aproximacao, indicando
que a soma se aproxima de dois, mas nao justifica (Figura 8).

Figura 8 - Protocolo do grupo (A)

Fonte: dados da pesquisa.

Ja o grupo (C) (Figura 8), além de verificar que os termos
da sequéncia s@o obtidos a partir do termo geral , identificou
que esses termos tendem a zero, usando a representagao do
Calculo. Apesar disso, ndo perceberam que a soma tende a
dois, diferentemente do grupo (A), que afirmou que a soma
se aproximaria de dois.
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Figura 9 - Protocolo do grupo (C)
N ———

Fonte: dados da pesquisa.

Ja o grupo (B) fez uma resposta muito parecida com a
do grupo (C): construiu a sequéncia, reconhecendo que as
parcelas tendem a zero. O grupo (B) também ndo indicou
que a soma estava se aproximando de dois.

As dificuldades de professores e estudantes com a ideia
de infinito ja foram analisadas por outros pesquisadores,
como Corbo (2012) e Kindel (1998) utilizando a atividade
de Jodo e Maria. Kindel (1998), durante o desenvolvimento
da atividade em uma sala do 8° ano do Ensino Fundamental,

observou que:

A ideia de infinito surge exatamente porque os alunos
se permitem entrar no mundo da matematica, isto &, dividir
uma tora ao meio, em seguida pegar esta metade e dividi-
la ao meio, depois pegar esta metade ¢ novamente corta-
la a0 meio e assim sucessivamente. Este processo so ¢

possivel se a “serra ¢ magica”, se a “tora é encantada”,
pois concretamente esbarraremos no limite fisico deste
cortar. No momento em que literalmente mudam a forma
de produzir significado para o problema, eles comegam a
resolvé-lo. (Kindel, 1998, p.139).

Apoés a realizagdo da atividade proposta, os grupos
foram orientados a retornarem a sala principal para
darmos inicio a plenaria.

O Quadro 1, explicita algumas de nossas acdes com
o propésito de compartilhar algumas das discussdes
antes da institucionaliza¢do dos conceitos envolvidos na
atividade “a tarefa de Jodo”.

Os resultados observados nos levaram a concluir que
seria necessario retomar com os licenciandos alguns
pontos sobre sequéncias e de limite tendendo ao infinito.
No encontro seguinte, continuamos com o problema de

Jodo e Maria, mas analisando a tarefa de Maria (Figura 3).
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Quadro 1 - Limite da soma de uma PG infinita

Algumas acdes do pesquisador - Questdes
propostas

Concepcdes/registros/a¢oes dos
futuros professores participantes de
nossa pesquisa

Objetivos das questdes propostas
na atividade observacdes do
pesquisador

a) Todos vocés verificaram que Jodo colocara os
seguintes pedacos:

De outra forma, a sequéncia numérica pode ser
representada assim:

{1, 0,5, 0,25, 0,125, 0,0625, ...}?

Se continuarmos com a sequéncia, o que podemos
observar em relago a cada termo?

b) Vocés concordam, por exemplo, se 0 proximo
pedaco que o Jodo colocar no saco for entdo o
proximo termo da sequéncia sera 0,015625, pois
1+64 = 0,015625. O pesquisador retoma dizendo:
“tende a....”

Questdes propostas e conclusdo:

“O Jodo colocou a primeira tora, depois vocés
disseram que ele guardou mais meia tora. Entéo,
quantos pedagos Jodo colocou no saco?

Seguindo essa ideia:

Se continuarmos seguindo essa ideia, aumentando
cada vez mais o numero de termos, qual a
tendéncia dessa soma?

A soma ¢ infinita?

Para sabermos o resultado dessa soma vamos
retomar a ideia de PG. Vocés perceberam que os
pedacos de tora de Jodo formam uma PG de razao
1/2?

Vamos verificar que a soma dos termos de uma
PG infinita e decrescente ndo ¢ infinita!

Grupo (B) - Lic (P) “percebemos que
cada tora que ele pegasse, ele dividia
por um numero maior”.

... siléncio por alguns segundos
“parcelas” vao se aproximando de zero,
né!,

...tende a zero “Lic (R) e (K)”

“Uma tora e meia “. Lic (R) e (K)”
Nao, esta errado (R). A soma ¢ infinita.
Sdo infinitos termos. Lic (P)

“Sim, ¢ verdade, da infinito” (diversos)
“Lic. (E): Pronto, vamos 14 agora,
vamos 1a! 14+0,5+0,25+0,125+0,0625+
0,03125+0,015625+0,0078125+0,0039
0625 = 1,99609375.

“Entdo, no caso da soma, ela ndo tende
a zero. Acho que nem a infinito. Se a
gente continuar, eu acho que ndo vai
passar de dois, talvez até pode chegar a
dois, mas de dois ndo passa.”

PG? Nao lembro mais Lic (A), (B) e
©.

Objetivo:
Ampliar o significado de sequéncias e
séries numérica.

Objetivos:

Retomar o conceito de PG; discutir
a ideia de infinito; explorar a ideia de
aproximag¢@o a medida que os niimeros
de termos da sequéncia vao aumentando
o quanto desejarmos.

Limite da soma de uma PG infinita
decrescente.

Fonte: dados da pesquisa.

4.3 Sobre o problema de Jodo e Maria: a tarefa de Maria

Os trés grupos se reuniram para discutir a “tarefa de
Maria”, no segundo encontro formativo (Figura 10)

Separamos alguns trechos dos didlogos entre os membros

de cada grupo, as questdes da atividade 2.
e Sobre o comportamento da sequéncia numérica:

Figura 10 — a tarefa de Maria

Atividade de Jodo e Maria: a tarefa de Maria

Maria, vocé pegara a primeira tora e a colocara no saco. A segunda
vocé cortara em dois pedagos iguais e colocara um deles no saco. A terceira
vocé cortara em trés pedagos iguais e colocara um deles no saco. A quarta vocé
cortara em quatro pedacgos iguais e colocara um deles no saco. E assim por
diante.

a) Quais pedagos Maria colocara no saco?

b) Represente a situagdo graficamente.

¢) Quanto Maria colocara no saco? Justifique.
Finalmente, responda:

1) Ao compararmos o que cada um colocou no saco, o que se pode observar?
2) Quem carregara mais peso?

Jod@o ou Maria?

Fonte: dados da pesquisa.

O objetivo dessa atividade foi o de estimular os
licenciandos a buscarem solu¢des mediante os desafios
encontrados na tarefa dada a Maria. Neste caso, a inten¢do

toma por base o contexto imaginario, envolvendo as séries

[...] Percebemos que os niimeros da sequéncia vao diminuindo
e tende ao zero apés a virgula, e que o limite da sequéncia
¢ zero, mas ndo atingird zero “inteiro”. A sequéncia vai
diminuindo, tender a zero [...]. (GRUPO (C)).

[...] Professor, muito didatico isso, inclusive vocé perguntou
se era possivel ensinar limite no Ensino Fundamental, eu
olhando aqui, ¢ sim possivel. E possivel trabalhar esse
conceito inicial de limite, ndo trabalhar com a férmula, mas
com essa ideia intuitiva de limite, sim. [...] (Lic. P GRUPO
(A)).

[...] A Maria foi colocando pedagos cada vez menor no
saco. Mesmo ela achando varias toras ela vai aumentando a
quantidade das toras, mas vai colocando cada vez menos no
saco, isso altera alguma coisa na reta final? (Lic. V GRUPO
(B)).

[...] Esses pedagos vao tendendo a zero, mas nunca chegam
ao “tamanho” de zero, e a sequéncia nunca tera um final, serd
infinitos pedagos, (Lic. R GRUPO (B)).

Verificamos, nesses registros, que nao houve muitas

dificuldades dos participantes em identificar que os termos da
sequéncia tenderiam a zero.

A seguir, destacamos alguns fragmentos para ilustrar as

diferentes agdes para o calculo da sequéncia numérica.

O grupo (A), conforme a Figura 11, escreve a primeira

infinitas divergentes.
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ideia que lhe vem ao entendimento, segundo a tarefa de Maria,

e calcula a sequéncia numérica. O calculo se mostrou eficaz,
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pois verificou que aumentando os termos da sequéncia, 0s
novos termos vao ficando cada vez menores, concluindo que
tenderao a zero caso continuasse.

Figura 11- Protocolo do grupo (A)

Ao

ConEiel A SEQUENCA mumELITs:

S , i . -

Fonte: dados da pesquisa.

Com relagdo ao grupo (C), figura 12 responde de forma
semelhante conforme pode-se observar:

Figura 12 - Protocolo do grupo (C)

Maria, vocé pegard a primeira tora @ a colocara no saco. A segunda vocé cortard em dois pedagos iguais @
colocaré um deles no saco, A terceira vocé cortard em trés pedagos iguais e colocard um deles no saco. A quarta
vocé cortara em quatro pedagos iguais e colocard um deles no saco. E assim por diante.

a) Quais pedagos Maria colocaré no saco?
[q, 05 ,08...)035 0, OK.., o044 0les, oo

0,0909 ., 0,08%... 0,034 g

)

ande. o~ e —> Sag/l_a,\,d-«-o._ 3o

Fonte: dados da pesquisa.

De forma similar aos grupos (A) e (C), o grupo (B)
escreve a sequéncia numérica e anuncia igualmente que os
termos da sequéncia tendem a zero. Em concordancia com os
casos exemplificados acima.

Na perspectiva de Ball ez al. (2008), estes constituem um
conhecimento especializado do contetdo — implicam numa
especificidade de raciocinio matematico. Isto €, usado “[...]
ao procurar padroes nos erros dos alunos ou ao avaliar se uma
abordagem ndo padronizada funcionaria em geral [...]” (Ball,
Thames, Phelps, 2008, p.400, traducdo nossa).

Quanto a nossa pesquisa, o Conhecimento Especializado
do Contetido se relaciona com o conhecimento necessario
para o entendimento das sequéncias e séries numéricas ¢
representacdes propostas pelos estudantes, se de fato elas
obedecem a um padrdo ou condi¢do proposta; se o termo geral
da sequéncia numérica ¢ funcional e serve para os demais
termos e se as argumentagdes apresentadas pelos estudantes
estdo corretas de fato.

Podemos, por exemplo, nesse contexto, mencionar a
terceira questdo da atividade: “Quanto Maria colocard no
saco? Justifique. Como a questdo possibilita a determinagio
de uma nova série — série infinita, cabe ao professor analisar a
validade da justificativa apresentada, mediante a determinagao

de outras solugdes possiveis.
e Sobre o comportamento da soma das parcelas:
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[...] Vai depender do niimero de toras que ela vai colocar,
apesar de colocar pedagos cada vez menores, vai tender a
colocar sempre mais, nunca vai tender a um valor exato, com
duzentas toras, se ela cortar duzentas toras, ela vai ter 5,87
mais ou menos dentro do saco. (GRUPO (B)).

[...] A soma passa de dois, chega em trés, quatro e passa de
cinco e a Maria carregara mais tora que Jodo, no caso tende
ao infinito. (GRUPO (C)).

[...] A soma passou de dois e de trés e tende a passar de quatro,
a soma vai “subindo” mais devagar por causa que as toras vao
ficando menor ainda e ndo o limite é infinito. (GRUPO (A)).

A respeito desse item, os participantes procuraram
determinar, dentro do contexto imagindrio da personagem
Maria, a quantidade que ela carregaria. Em tal caso, pudemos
observar que nao houve grande dificuldades inclusive,
constataram que Maria carregaria mais toras do que Jodo,
ainda que tais quantidades nao estivessem especificadas na
atividade 2.

AFigura 13, aseguir, representa o registro dos participantes
membros do grupo (A). Resposta elaborada usando o calculo
da soma dos infinitos termos, justificando as argumentagdes
nos dialogos apresentados acima.

Figura 13 — Protocolo do grupo (A)

R° voan: €, 425
D° tona: O, 444
(©°toea: 0,4
14°10aa: ©,0909
172°Toas: 0, 08333
13" Taas: 0,036

4° Toaa : A

2% tona : O, €

3° toaa : 0,333

Y° vnan: 0,25
S°xnan:0, 2

£° taon: O, 4660
7° yona: 0 _Auzke

Soma: A+ O,S + 0,333+ 0,25 + Q2 +6,4¢6c +0,442Rc +
Q, 425 = 2.3 493

i 3, A2¢€ 33

9

Fonte: dados da pesquisa.

Apresentamos a Figura 14, proxima, que corresponde
ao protocolo dos participantes membros do grupo (C). Eles
inseriram os dados numéricos numa tabela do Word para
analisarem se a adi¢do infinita produz algum ntiimero finito.

Figura 14 - Protocolo do grupo (C)

Maria

Série [Soma]
1 »1

1+05 »15
140,5+0,33... »1,83
1+40,5+0,33..+0,25 »2,08
1405+0,33..40,25+0,2 »2,28
140,5+0,33..40,25+0,2+0,166... » 2,44666...
140,5+0,33...4 0,25 + 0,2 +0,166...40,1428571429 »> 2,5895171429
1+0,5+0,33...+0,25 + 0,2 +0,166...40,1428571429 + 0,125

1+0,5+0,33...+0,25 + 0,2 + 0,166...+0,1428571429 + 0,125 + 0,1111...
1405+0,33...40,25 +0,2 +0,166...40,1428571429 + 0,125 + 0,1111... + 0,1
1+0,5+0,33... 40,25 + 0,2 + 0,166...40,1428571429 + 0,125 + 0,1111.... + 0,140,0909

» 2,71471429

» 2,8258254011
» 2,9258254011
» 3,016725401

Fonte: dados da pesquisa.

O protocolo da Figura 14, do grupo (C), atesta o que cada
um do grupo dizia acerca da soma, e que os licenciandos
reconheceriam as sequéncias e as séries que estavam
discutindo no encontro anterior, auxiliando a identificar tanto
a sequéncia, quanto a série nessa atividade 2.

Prosseguindo com as discussdes, 0s grupos passaram a
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analisar a questdo de quem carregara mais peso.

As discussdes entre os membros de cada grupo
prosseguiram e apds chegarem a um consenso sobre tudo
aquilo que estavam dizendo e diante do que havia sido

calculado, concluem que Maria carregara mais peso.
e Sobre quem carregaria mais peso, Jodo ou Maria

[...] Maria colocou mais toras ¢ o Jodo colocou duas, chegou
nem duas no caso, tende a duas toras. GRUPO (C)).

[...] Ambas sequéncias tendem a zero, o limite da sequéncia é
zero. E Maria, porque ela ta fracionando bem menos e carrega
mais quantidade. (GRUPO (A)).

[...] Maria colocou mais peso no saco, porque o Jodo, a soma
estava tendendo a 2 inteiros. (GRUPO (B)).

Em nossa analise, pudemos observar que os participantes
trilharam caminhos bem préximos para concluirem a
atividade.

Esse foi um momento rico, pois se encaminhou para a
possibilidade de discutir que a série infinita da personagem
Maria era divergente, enquanto a série obtida pelo personagem
Jodo era convergente, uma vez que convergia para 0 numero
dois.

Essas respostas parecem atestar que a nossa estratégia
de propor o problema do Jodo e Maria possibilitou uma boa
discussao de nog¢des de limites no infinito.

5 Conclusio

Neste artigo apresentamos e discutimos parte de uma
pesquisa realizada sobre conhecimentos necessarios ao futuro
professor de Matematica para a exploragdo de nogdes de
limite no Ensino Médio.

Nessas consideragcdes cabe reiterar e ampliar nossas
justificavas sobre a escolha de iniciar uma discussao sobre
sequéncias, séries e limites com os participantes da pesquisa.
Essas escolhas decorrem do resultado de nossas compreensdes
das leituras de textos sobre investiga¢des e de praticas — de
ensino e de pesquisa — a respeito do que seria imprescindivel
e do que poderia ser tratado em segundo plano no processo
de ensino e de aprendizagem do tema com estudantes de
Licenciatura em Matematica, sobretudo na modalidade EaD.

Além dos pressupostos ja expostos neste artigo
compartilhamos também das ideias de Villani, Bernardi,
Zoccante e Porcaro (2012) quando discutem, por exemplo,
que em cursos de Analise pode ser preferivel uma abordagem
a partir de sequéncias e ndo de fungdes, tendo em vista
que o conceito de funcdo real esta situado em um nivel de
dificuldade bastante alto. Todavia, o que se faz frequentemente
¢ “rebaixar” as sequéncias para um caso particular: fun¢des
cujo dominio ¢ um subconjunto dos Naturais.

Ainda que se considere a nog¢do de sequéncia numérica
como também abstrata, porque implica a existéncia de uma
infinidade potencial de niimeros, uma base de concretude
fundada na ideia de que os primeiros termos da sequéncia
podem ser previstos e determinados a medida que tende ao
infinito — pelo menos nos casos mais simples. Ja no caso das
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fungdes reais encontramos um nivel de abstracdo muito mais
alto, porque o conhecimento dos valores assumidos por uma
fungdo, mesmo de um ntimero infinito de pontos, geralmente
ndo nos permite inferir de imediato o comportamento da
fungdo na maioria dos outros valores. Portanto, somos
incapazes de dominar completa e explicitamente a tendéncia
de uma fung@o, mesmo em um intervalo “muito pequeno” de
seu dominio. Para isso, precisamos de ferramentas poderosas.

Segundo Villani et al. (2012), uma abordagem inicial do
calculo por meio sequéncias respeitaria, portanto, a gradagio
da abstra¢do — e da génese historica — favorecendo antecipar
conceitos fundamentais — em particular o de limite — em um
contexto mais simples, que podem ser trabalhados muito antes
do estudo das fungdes reais.

Levamos esses aspectos em conta para a selecdo das
atividades sobre sequéncias e séries e os respectivos contextos,
desenvolvidas no processo formativo, considerando dois
critérios:

e objetos de conhecimento que realmente constam nos
curriculos de Matematica para os tltimos anos do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio baseados na BNCC;

e objetos de conhecimento que podem ser explorados
em cursos de Licenciatura, tendo em vista a formagdo
necessaria para esses futuros professores de Matematica
ensinarem esses conteudos a alunos da Educagdo Basica.
Ou seja, os futuros professores precisam construir

conhecimentos para o ensino segundo as categorias de
Ball et al (2008).

Esta pesquisa concepgdes
inconsistentes dos futuros professores sobre sequéncias, séries

revelou inicialmente
e, consequentemente, sobre a nogao de limite, o que constituiu
o ponto de partida para o processo de formagdo e pesquisa
com esses participantes.

As discussoes ¢ reflexdes propostas durante esse processo,
ampliaram a imagem conceitual dos licenciandos, relativa
as nogoes referidas, ainda que ndo plenamente satisfatoria,
sobretudo no que concerne a importancia do componente
formal, no desenvolvimento de nogdes relativas a esse
conteudo.

Podemos dizer também que os estudantes ampliaram sua
base de conhecimentos para o ensino das nogdes abordadas,
sobretudo o conhecimento especializado do contetido, além
do conhecimento do contetido e do ensino.

Finalizando, ainda ha muito que se pesquisar sobre a
exploracdo de nocgdes relativas ao Calculo na Educagdo
Basica e, consequentemente, sobre a formagao de professores
de Matematica para esse ensino.
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