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Resumo

Analisa-se a interagdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais na resolu¢do de questdes sobre sequéncias numéricas por uma estudante
de Licenciatura em Matematica em dois momentos de sua formagao: ao final da disciplina Sequéncias e Séries (6° semestre) e ao final da
disciplina Introduc@o a Analise Real (8° semestre). Para isso, a participante respondeu, em cada um dos momentos da investigagao, a um
conjunto de problemas sobre sequéncias numéricas, apresentados em questionarios diagnosticos, e participou de entrevistas semiestruturadas,
que ocorreram apos a realizagdo de cada um dos questionarios e nas quais foram discutidas as respostas apresentadas na etapa anterior. Os
questionarios foram elaborados com base em dificuldades apontadas por sete docentes que ministram sequéncias e séries no nivel superior,
em entrevistas realizadas previamente. A interagdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais na aprendizagem Matematica ¢ o quadro
teodrico adotado na investigacdo. As analises revelam uma prevaléncia de aspectos algoritmicos e intuitivos nas respostas apresentadas pela
participante, que ndo sao inter-relacionadas com aspectos formais relativos aos temas investigados. Além disso, a analise comparativa das
respostas dadas nos dois questionarios revela que a participante ndo avangou na elaboracdo de justificativas ao longo de sua experiéncia
formativa, uma vez que continuou a apresentar exemplos particulares para justificar afirmagdes consideradas verdadeiras.

Palavras-chave: Ensino de Calculo. Formacao Inicial de Professores. Aspectos Algoritmicos. Aspectos Formais. Aspectos Intuitivos.

Abstract

The interaction of algorithmic, intuitive and formal aspects in the resolution of questions about numerical sequences by a Mathematics degree
student is analyzed at two moments of her training: at the end of the Sequences and Series discipline (6th semester) and at the end of the
Introduction discipline to Real Analysis (8th semester). To this end, the participant responded, at each stage of the investigation, to a set of
problems about numerical sequences, presented in diagnostic questionnaires, and participated in semi-structured interviews, which took place
after completing each of the questionnaires and in which they were discussed. the answers presented in the previous step. The questionnaires
were prepared based on difficulties highlighted by seven teachers who teach sequences and series at higher education, in interviews carried
out previously. The interaction of algorithmic, intuitive and formal aspects in Mathematics learning is the theoretical framework adopted in
the investigation. The analyzes reveal a prevalence of algorithmic and intuitive aspects in the answers presented by the participant, which are
not interrelated with formal aspects related to the topics investigated. Furthermore, the comparative analysis of the answers given in the two
questionnaires reveals that the participant did not progress in developing justifications throughout her training experience, as she continued to
present particular examples to justify statements considered true.

Keywords: Teaching Calculus. Initial Teacher Training. Algorithmic Aspects. Formal Aspects. Intuitive Aspects.

1 Introducio Ensino Superior, marcadas por aulas expositivas, que oscilam

entre abordagens extremamente formais, que estdo distantes

Nas ultimas décadas, a preocupacdo de professores e .
da formagao basica dos estudantes, e outras que se valem do

esquisadores com os processos de ensino e de aprendizagem . .. . .
pesd P P & ensino de técnicas que, descoladas de justificativas, acabam

de disciplinas que envolvem o Célculo Diferencial e Integral o .
por se tornar estéreis para os aprendizes.

vem crescendo, como indicam iniimeras pesquisas e artigos ~
Neste contexto, entendemos que propor transformagdes
dessa realidade ¢ uma das tarefas do campo cientifico da

Educagdo Matematica e que essa reflexdo deve ser marcada

cientificos (Igliori, 2009, Nardi, 2014). Por exemplo, Igliori
(2009, p.12) destaca que € “alto o percentual de estudantes

do nivel superior cujo desempenho na aprendizagem da
Matematica, em especial de Calculo, tem deixado muito a
desejar”.

Concordamos com Tall (1991) ao afirmar que esse
panorama de insucessos pode estar associado as abordagens

pedagogicas dispensadas em disciplinas matematicas do
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pela diferenciacdo entre objetos matematicos e objetos de
ensino. Sobre o papel a ser desempenhado pelos pesquisadores
da Educagdo Matematica, concordamos com Igliori (2009,
p-12), que sustenta que a missao deve ser “a investigacdo de
fendmenos relacionados a formagao do pensamento avangado;
investigar fatores que dificultam a aquisi¢do de conceitos da
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Matematica avangada”.

As posigdes colocadas por esses pesquisadores reiteram
a necessidade de pesquisas com foco em processos de
ensino ¢ de aprendizagem de contetidos do Ensino Superior,
principalmente em Cursos de Licenciatura em Matematica. No
caso especifico de sequéncias numéricas, a importancia dessa
investigacdo fica caracterizada pelo papel desempenhado por
este conceito no estudo de aproximagdes, na construgao do
conjunto dos nlimeros reais, no reconhecimento de padroes e de
regularidades, na relag@o funcional, no estudo de progressoes
geométricas e/ou aritméticas (tema este diretamente ligado
a Educacdo Basica), nas relagdes com outros temas e nas
aplicagdes em outras areas do conhecimento, como por
exemplo, a sequéncia de Fibonacci na Biologia ou o Tridngulo
de Sierpinski, ligado ao estudo de fractais e a existéncia de
outros sistemas geométricos.

De maneira geral, as pesquisas sobre sequéncias tém se
concentrado nos conceitos de limite e de convergéncia. Por
exemplo, Ochrtman, Swinyard & Martin (2014) conduzem
um experimento no qual duas estudantes universitarias
estadunidenses constroem a defini¢do formal de convergéncia
de sequéncias numéricas, a partir de seus conhecimentos
intuitivos. No processo, a principal dificuldade enfrentada foi a
introdugdo do quantificador universal , pois para as estudantes
este apareceu como um elemento externo a definigdo,
embora devesse fazer parte dela. Os autores destacam que
parte dessa dificuldade resulta da complexidade da instrugdo
logica que envolve uma quantificagdo existencial para e uma
quantificacdo universal para . Como implicagdes, defendem
que disciplinas iniciais de Calculo antecipem desafios
cognitivos que estudantes experimentardo no processo de
formaliza¢@o do conceito de convergéncia e estabelecam uma
base de apoio para a compreensdo da definicdo formal de
convergéncia (Oehrtman, Swinyard & Martin, 2014).

Keene, Hall & Duca (2014) relatam um experimento de
reinvencdo guiada da ideia de limite, desenvolvido com 28
estudantes estadunidenses, em uma disciplinainicial de Célculo
para futuros professores. Partindo das percepgdes intuitivas
dos participantes sobre a ideia de limite, avaliam as mudangas
no entendimento deste conceito. Apds a realizacdo das
atividades, destacam que a maioria dos participantes foi capaz
de encontrar os limites propostos ¢ que muitos desenvolveram
a ideia de limite como algo de que uma sequéncia se aproxima
e varios mencionaram a ideia de ‘arbitrariamente proximo’.
Defendem que esta nogdo de movimento, associada a ideia de
limite, precisa ser confrontada com uma conceituagdo mais
formal, que poderia provocar a defini¢ao de limite.

A partir de didlogos com um matematico sobre diversos
temas, Nardi (2014) analisa processos de ensino e de
aprendizagem de conceitos e ideias de Matematica no Ensino
Superior. Sobre o limite de sequéncias, a discussdo ¢ norteada
por producdes de estudantes em contato inicial com a defini¢ao
de limite. Segundo a autora, as principais dificuldades dos
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estudantes estdo em atribuir significado a defini¢ao de limite
e em que estes ndo estdo a vontade com a necessidade de
conceituar uma definicdo formal de convergéncia, nem com
o papel que as representagdes graficas desempenham nas
tentativas de dar significado para a definigo.

Em investigagdo sobre as dificuldades de futuros
professores de Matematica em sequéncias, Bisognin, Bisognin
& Leivas (2016) destacam que os participantes da pesquisa
precisaram se apoiar em elementos ‘concretos’ para justificar
suas respostas, perspectiva que os coloca num estagio de
matematica pratica. Além disso, apontam dificuldades
relacionadas ao uso da linguagem matematica, como o sinal
de igualdade e o simbolo de limite e seu significado como
operador.

Sobre a elaboragio de demonstragcdes e o uso do
formalismo matematico, Pinto (1998) apresenta uma
analise sobre como estudantes de Matematica ingleses se
apropriam de uma teoria axiomatica dos nimeros reais. A
partir de questionario exploratorio e entrevistas, identificou
concepgdes compostas por imagens que os estudantes foram
incapazes de traduzir para a linguagem formal. A autora deixa
questionamentos relacionados as dificuldades dos estudantes
no processo de transi¢do para a matematica avangada e sobre
o fato de licenciandos em Matematica evitarem o formalismo
e aceitarem explanag¢des pouco rigorosas/informais.

Emnossa investigagdo, acompanhamos o desenvolvimento
de uma estudante de Licenciatura em Matematica no estudo
de sequéncias numéricas, em aspectos ligados a defini¢do, as
representacdes e a convergéncia de sequéncias. A definigao
foi escolhida para verificarmos se fica como aspecto intuitivo
(Fischbein, 1994) que o indice sempre comeca do zero ou do
um e que toda sequéncia pode ser expressa por uma expressao
algébrica. As representagdoes graficas e a convergéncia,
porque estdo associadas aos processos de escolha, de
mudanca de representagdes, de generalizagdo e de abstragdo,
todos importantes para o desenvolvimento do pensamento
matematico avangado. A partir das resolugdes das questdes
propostas e de entrevistas para discutir essas resolugoes,
procuramos identificar se existem e se interagem aspectos
intuitivos, algoritmicos e formais (Fischbein, 1994), e quais
dificuldades persistem apo6s as disciplinas Sequéncias e Séries
(6° sem.) e Introdugdo a Analise Real (8° sem.), nas quais
esses assuntos sao trabalhados, de acordo com o curriculo e
com as respostas dos sete professores dessas disciplinas que
foram entrevistados.

2 Fundamentacao Teorica

Fischbein (1994) coloca em discussdo a necessidade
de verificar a interagdo de aspectos formais, algoritmicos e
intuitivos, ligados a um conceito em Matematica, quando
observamos um sujeito em atividade matematica. Segundo
ele, sdo esses os aspectos basicos a serem considerados
quando tratamos a Matematica como uma atividade humana,

282



um processo criativo e ndo um corpo de conhecimentos
estruturado e ja estabelecido. Ao considerar a interagao desses
trés aspectos, olhamos a Matematica como uma ciéncia que
envolve momentos de “iluminagdo, hesitacdo, aceitagdo e
refutacdo” (Fischbein, 1994, p.231). Ele defende que essa
perspectiva deve guiar nossas escolhas quando ensinamos
matematica, se desejamos que os estudantes sejam capazes de
produzir afirmagdes matematicas, construir provas e avaliar a
validade dessas produgdes.

O aspecto formal refere-se a axiomas, definigdes,
teoremas e demonstragdes que compdem o nuicleo das ciéncias
matematicas e precisam ser considerados quando analisamos
ou observamos o processo de criagdo em Matematica.

O aspecto algoritmico corresponde a técnicas e
procedimentos de resolucdo. Este componente também tem
carater fundamental nos processos de entendimento e de
criagdo em Matematica, uma vez que apenas o conhecimento
das estruturas formais nao ¢ suficiente para conferir
habilidade de resolver problemas. No entanto, Fischbein
alerta que o raciocinio matematico ndo deve ser reduzido a
um conjunto de procedimentos e técnicas e que estes, quando
nao acompanhados de justificativas, sdo invariavelmente
esquecidos. Para o autor, “Esta profunda simbiose entre
significado e habilidades ¢ uma condicdo basica para o
produtivo e eficiente raciocinio matematico” (Fischbein,
1994, p. 232).

O aspecto intuitivo diz respeito a uma intui¢ao cognitiva,
um entendimento intuitivo, uma solugdo intuitiva. Pela sua
natureza, aspectos intuitivos exercem papel coercitivo no
raciocinio, definindo caminhos e estratégias para a resolugao
de problemas. Por vezes, isso pode se tornar um facilitador
do processo de conhecimento, se estiver de acordo com
verdades matematicas; em outros casos, um caminho para
contradigdes e equivocos, como aceitar, por exemplo,
que “uma série infinita tende ao infinito, pois somamos
valores indefinidamente” ou “multiplicar sempre aumenta”.
Essas perspectivas caracterizam situacdes que um sujeito
considera auto evidentes e se ancoram em conhecimentos mal
estruturados ou no uso de técnicas em dominios nos quais nao
sdo validas.

Sobre a interagdo entre aspectos intuitivos e formais,
Fischbein (1994) defende que nossa capacidade de processar

7

informagdes ndo ¢ controlada somente pelas estruturas
logicas, mas também por uma grande quantidade de modelos
intuitivos que agem de maneira implicita, restringindo e
definindo caminhos para o raciocinio.

No questionario aplicado a participante da pesquisa,
propusemos questdes sobre a elabora¢do e o uso de leis
algébricas, a construcdo de graficos, o célculo de limites de
sequéncias, o reconhecimento de padrdes, o uso e a definigao
de sequéncia e convergéncia e a elaborac@o de justificativas.
Entendemos que as respostas obtidas permitiram observar se
ha, ou ndo, a interagdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e
formais, conforme proposto por Fischbein (1994).
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3 Procedimentos Metodolégicos

Para a pesquisa, foram elaborados dois questionarios,
aplicados para o mesmo grupo de estudantes de Licenciatura
em Matematica. O 1° Questionario foi aplicado ao final
da disciplina Sequéncias e Séries para 17 participantes e,
ap6s um ano, o 2° Questiondrio foi aplicado ao final da
disciplina Introdugdo a Analise Real, para 15. Apds analise
dos protocolos, trés dos participantes foram selecionados
para entrevistas. Neste texto, apresentamos as resolugdes de
Bia, que trazem a tona discussdes pertinentes aos processos
de ensino e de aprendizagem de sequéncias e a formacao de
professores de Matematica.

Para a elaboragdo dos questionarios, foram entrevistados
sete docentes que ministram as disciplinas Sequéncias e
Séries e Introducdo a Analise Real para a Licenciatura em
Matematica. Nessas entrevistas, identificamos oito dificuldades
de estudantes no tema sequéncias numéricas e¢ elaboramos
questdes que buscam avalia-las. Sdo elas: (A) Dificuldade
em representar graficamente uma sequéncia; (B) Dificuldade
no uso da lei algébrica de uma sequéncia; (C) Dificuldade
na identificacdo ¢ elaboragdo da lei algébrica ou padrdo
que define uma sequéncia; (D) Dificuldade em caracterizar
formalmente os conceitos de sequéncia, convergéncia e
divergéncia; (E) Dificuldade com a estrutura logica de
demonstragdes; (F) Dificuldade em classificar sequéncias
numéricas em crescente, decrescente, limitada, possuir limite;
(G) Dificuldade em relacionar a ideia de convergéncia com
o limite de uma sequéncia e (H) Dificuldade em lidar com a
definigdo de limite de sequéncias (Vieira, 2016).

Os questionarios foram respondidos individualmente, sem
nenhum tipo de consulta a materiais externos e sem intervengao
do pesquisador, e tiveram duragdo de uma hora e meia cada.
A aplicag@o dos questionarios ocorreu no periodo de aulas, e
as entrevistas com a estudante selecionada ocorreram fora do
horario de aula.

Nas discussdes dos resultados, as questdes nomeadas por
1.X referem-se ao 1° Questionario e as nomeadas por 2.Y, ao
2° Questionario.

4 Apresentacio dos Resultados

De maneira geral, na analise dos questionarios e das
entrevistas de Bia, identificamos uma prevaléncia de aspectos
algoritmicos e intuitivos nas respostas e comentdrios da
estudante, e dificuldades com aspectos formais dos principais
conceitos e ideias relacionados as sequéncias numéricas,
perspectiva que procuramos justificar a seguir.

As Questdes 1.4 e 2.1 solicitam a representagdo grafica de
sequéncias. Essas questdes buscam investigar se os estudantes

apresentam, ou ndo, (A) Dificuldade em representar
graficamente uma sequéncia, apontada pelos docentes
entrevistados.

Na Questao 1.4, Bia apresentou uma representagdo grafica
com dois eixos coordenados, com indicado no eixo horizontal
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e no eixo vertical (Figura 1). A estudante ndo apresentou
outro tipo de representagdo grafica.

Figura 1 - Resposta para a Questao 1.4

Questdo 4 Represente graficamente, de duas maneiras distintas, cada uma das
sequéncias da Questdo 3. Utilize pelo menos cinco termos.
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Fonte: dados da pesquisa.

Na resposta a Questdo 2.1 (Figura 2), Bia repetiu a
representacdo dada na Questdo 1.4 e apresentou um grafico
de pontos no plano no qual destaca uma linha pontilhada
indicada por , passando pelo limite da sequéncia proposta.

Figura 2 - Resposta para a Questdo 2.1

Questdo 1 Apresente uma representagiao grafica para a sequéncia numérica cujo
termo geral & dado por t1n="—“l .

. Se a sequéncia possuir limite, indique-o na

representagdo. n
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Fonte: dados da pesquisa.

Sobre a obtengdo do limite 1 na Questdo 2.1, Bia disse ter
se apoiado na tabela de valores construida ao lado do grafico,
“Eu acho que foi com numeros mesmo. Substituindo alguns
valores ¢ sempre o de cima vai ser 1 maior s6. Ai sempre
vai dar 1 virgula alguma coisa”; destacou, ainda, que ndo se
apoiou em técnicas de calculo de limite para chegar ao 1, o
que indica a presenga de aspectos algoritmicos e intuitivos
relacionados a ideia de limite e auséncia de aspectos formais.
Sobre a tabela, disse que aprendeu no Ensino Médio e que
sempre usa essa ideia na construcdo de graficos.

Na entrevista, solicitada a indicar o termo genérico no
grafico da Questao 2.1 (Fig. 2), disse “Nao tenho nem ideia.
Nao sei, talvez alguma coisa assim. Ele chega mais aqui, aqui
¢ 0 no caso. Mas ndo tenho ideia”, marcou no eixo horizontal,
a direita de 4, ¢ um pouco acima da linha pontilhada e disse
“Sem chegar no 1, né? Porque nesse caso ndo chega no limite.
(...) Porque sempre vai ser um a mais em cima”, reiterando a
presenca apenas de aspectos algoritmicos e intuitivos.

Sobre a dificuldade (A) Dificuldade em representar
graficamente uma sequéncia, embora Bia ndo tenha
apresentado um outro tipo de representacdo no caso da
Questdo 1.4 (Figura 1), entendemos que a estudante obteve
éxito nesse tipo de questio.

As Questoes 1.2 ¢ 2.2 abordam a obtengdo de termos de
uma sequéncia a partir de leis de formagao propostas e buscam

explorar a (B) Dificuldade no uso da lei algébrica ou padrao
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de uma sequéncia, destacada pelos docentes entrevistados.

Na Questdo 1.2, Bia apresentou respostas corretas para
os itens b e ¢, mas ndo soube responder ao item a, conforme
destacado na Figura 3.

Figura 3 - Resposta para a Questdo 1.2
Questdo 2 Escreva os quatro primeiros termos das sequéncias de nimeros reais
definidas pelas leis abaixo.
. @) a; & uma sequéncia que converge para T;
‘em branco 3

4

b) bnu:m e b=2;
5 2,4 2eae ]
fp L E e o
Er [L 's 1 e o
c) c,l=‘h;‘T:. v 3
Cro= | 0 Gk 1o "IE E@ (
Rt AT T D AN R

Fonte: dados da pesquisa.

Bia também respondeu corretamente a Questdo 2.2
(Figura 4), repetindo a resposta dada na Questdo 1.2(c). Desta
vez, acertou o item b, semelhante a Questao 1.2(a) que havia
deixado em branco. Questionada sobre sua resposta, disse
“Porque eu lembro também na outra que tinha uma que tinha
que convergir pra . E depois eu conversei com alguns amigos

b}

e eles colocaram ”, indicando que aprendeu essa ideia apos a

realizagdo do 1° Questionario.

Figura 4 - Resposta para a Questao 2.2

Questdo 2 Escreve os quatro primeiros termos das sequéncias de numeros reais
definidas pelas leis abaixo.

Vn=3
al ap="

"3

fot B3, ]

S
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&ﬁr{iuglﬁ""} \

Fonte: dados da pesquisa.

Com as Questdes 1.3 e 2.4 procuramos avaliar se 0s
estudantes apresentam (C) Dificuldades na identificagdo
e elaboracdo da lei algébrica ou padrio que define uma
sequéncia, apontadas pelos docentes entrevistados.

Bia respondeu corretamente aos itens a e b da Questado 1.3,
no entanto ndo apresentou resposta para o item c (Figura 5).
Na primeira entrevista, a estudante disse ndo ter conseguido
responder a este item, pois “Tem esse zero ai no meio” e
ponderou que “Se fossem s06 as fragdes, colocaria ”, revelando
ideias sobre a identificagdo das leis algébricas que sdo pouco
uteis na resolucdo de situagdes ndo convencionais.

Figura 5 - Resposta para a Questdo 1.3

Questdo 3 Determine a lei de formagdo de cada uma das sequéncias a seguir,
admitindo que os padrdes observados se mantenham.

a)  (-3,-3,-3,-3,-3,.); G = -3
34567 - N4
b (23538L.) Gms D

1 1
o (03050503,.).

Fonte: dados da pesquisa.
Na Questdo 2.4(b), Bia conseguiu identificar o 5° ¢ 0 6°
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termos e a lei de formacdo da sequéncia (Fig. 6). No item c,
apresenta a lei de formacdo da sequéncia, mas ndo indica o
99° e 0 100° termos solicitados. Na entrevista também nao foi
capaz de identifica-los.

Figura 6 - Resposta para a Questdo 2.4(b,c)

Questdo 4 Considere a lista de nuimeros abaixo:

51

3,99

5,001

3.9999

5,00001 $°

3,999999 6°

5,0000001

3,99999999

e assim por diante ...

b) Identifi&ue o 5% e 0.6" termos da lista.
S ko = 5, 0000 A
£ Rreo = 3,459%44

c) Escreva expressdes que representem o 99° e o 100° termos da lista.

z - = cn .
2+40 ) m Bnpar N - 1o 1o

OIV\’;

104 =99

-h
Y-19 [ e

-3
7 -10
Fonte: dados da pesquisa.

Apesar de ndo ter conseguido identificar os termos
solicitados na Questao 2.4(c), podemos dizer que Bia teve uma
melhora no reconhecimento de padrdes no 2° Questionario,
uma vez que ndo havia conseguido estabelecer a lei da
sequéncia proposta na Questdo 1.3(c). Na segunda entrevista,
ao ser lembrada das semelhangas entre as Questdes 1.3(c) e
2.4, disse que acha que a lei da Questdo 2.4 ¢ mais facil de
identificar e reiterou que o zero que se intercala na sequéncia
na Questao 1.3(c) a impediu de escrever a lei algébrica.

Consideragdes sobre as questdes apresentadas até este
ponto da analise evidenciam que Bia faz interacdo de aspectos
algoritmicos e intuitivos de conceitos e ideias mais basicas
de sequéncias numéricas, como o uso e a elaboragdo de
leis algébricas, a constru¢do de graficos e a identificagao
intuitiva de valores de limites. Nesse sentido, entendemos
que a estudante ndo apresenta as dificuldades (A), (B) e (C),
destacadas pelos docentes entrevistados.

Na maioria das vezes, embora a auséncia da intera¢cdo com
aspectos formais das ideias e conceitos nao tenha causado
dificuldades ou impedimentos as resolu¢des da estudante,
em algumas ocasidoes, os problemas dessa ndo interagdo
emergem fortemente, evidenciando o poder restritivo que o
abandono de aspectos formais pode trazer as possibilidades
de compreensao de situagdes e problemas, como no caso da
Questdo 2.4(c), quando Bia, mesmo tendo elaborado a lei
definida por duas sentencas, ndo soube identificar 0 99° e o
100° termos. Neste caso, evidencia-se que a nao interacdo
de aspectos algoritmicos e formais limita as estratégias de
resolugdo da estudante.

Em outras ocasides dos questionarios, no entanto, a
auséncia de aspectos formais de conceitos e ideias se mostrou
mais evidente e impeditiva para a resolu¢ao dos problemas e o
desenvolvimento de ideias, como mostramos a seguir.

As Questdes 1.1 e 2.4(a) solicitam uma definigdo de
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sequéncia numérica e buscam explorar a (D) Dificuldade
em caracterizar formalmente os conceitos de sequéncia,
convergéncia e divergéncia, apontada pelos docentes
entrevistados.

Na resposta a Questdo 1.1 (Figura 7), que pede uma
explicagdo sobre o que ¢ uma sequéncia numérica, Bia
apresenta uma resposta baseada em aspectos intuitivos,
relacionados a aspectos algoritmicos. Expressdes como
“conjunto de nimeros ordenados” e “com lei de formagao
ou ndo” indicam aspectos intuitivos do que ¢ uma sequéncia
numérica. Essas ideias, segundo ela, vém “(...) dos exemplos
que a gente obteve em aula”, posi¢cdo que evidencia aspectos

algoritmicos da resolucao de exercicios e exemplos.

Figura 7 - Resposta para a Questdo 1.1

Questdo 1 Explique, com suas palavras, o que & uma sequéncia numérica.
Caso conheca a definigdo formal, apresente-a.

(/oy\éw,(l,g ol Ay Gwodes, omn

v o ?mma%&g o e , poB®  cUnemu node

AU VRDU Ca

A (&wﬁ‘ (%2

| Conjunto de mimeros ordenados, com lei de formagéo ou ndo, sdo denominados sequéncia numérica. |

Fonte: dados da pesquisa.

Na Questdo 2.4(a), destacada na Figura 8, Bia repetiu
ideias equivocadas sobre a defini¢do de sequéncia, que havia
apresentado na Questdo 1.1, e acrescentou novos elementos,
alheios a essa definigao.

Figura 8 - Resposta para a Questdo 2. 4(a)

Questdo 4 Considere a lista de nimeros abaixo:

51
399

5,001

3.9999

5,00001$"

3999999 6°

5,0000001

3,99999999

e assim por diante ...

a) Vocé considera essa lista uma sequéncia de nimeros reais? Por qué?
Sty [ PN va\u’c oo
(EV\&,W\-‘:S o vy e e dBs 'c,e«v‘ b
Q@W\,\m or S ()J\?AN{'B o o Ao

Menss  pave Kguloams oo ok ox {\q\m,‘ages)\. AWQ«'W

Sim, pois sequéncia é um conjunto de nameros ordenados com lei de formagdo ou ndo, infinito ou
ndo, logo temos uma sequéncia com lei de formag#o e infinita.

Fonte: dados da pesquisa.

Na segunda entrevista, Bia reiterou que a descrigdo
apresentada nas questdes ¢ a mesma que deu em uma avaliagdo
de Sequéncias e Séries e que teria sido aceita como correta
pelo professor da disciplina.

Questionada sobre a ideia de lei de formacdo de uma
sequéncia, apontada nas respostas, Bia explicou “Que ele tem
uma regra, vamos dizer assim, que vai definir o formato dela”.
Neste ponto da discussdo, Bia mostrou-se confusa ao explicar
o que entendia por “uma regra” e lembrou-se da Questdo
1.8 do 1° Questionario (Figura 9), que traz as respostas de
trés estudantes hipotéticos para uma mesma pergunta, para
argumentar que nem sempre existe uma lei de formagao.
Na resposta a essa questdo, no entanto, a estudante apontou
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apenas uma das solu¢des como correta, pois “(...) foi a aluna
que se apropriou da lei de formagao da sequéncia”.

Figura 9 - Resposta para a Questdo 1.8

Questio B Um professor apresentou a seguinte questdo em uma avaliagdo sobre
sequéncias: E

L ine os trés préximos termos da ia(3,57 )

Trés alunos apresentaram as seguintes soluges:

Anténio: (3,5 7, 11, 13,17, ...)
Beatriz: (3,57, 9 11,13, ..)
carlos: (3,57, 0 ..)

n
S
=4
17

-5

a) Qual das solugdes estd correta? Por qué?
(5 ;\If\,«z\, Jpon fon ev ol quac

» N
Y A AT de ua du Pvnegss de Jequimcie

| Beatriz, pois foi a aluna que se apropriou da lei de formagao da sequéncia. |

Fonte: dados da pesquisa.

Ao final dessa discussdo, destacou que “Realmente, eu
acho que ndo precisa ter uma lei de formacdo pra ser uma
sequéncia de nimeros”. Apesar das contradi¢des apresentadas
por Bia, parece ser bem forte para ela que ‘lei de formagao’
esta relacionada a formula ou a expressdo algébrica.

Sobre a ideia de finitude de uma sequéncia, na entrevista
Bia manteve essa posi¢do por algum tempo, mas, quando
questionada se a sequéncia constante de termos igual a ,
respondida por ela na Questdo 2.2(b), ainda tenderia a se fosse
finita, disse “Acho que nao (...) Agora eu nao sei (...) Porque
se for pensar no limite também o tende pro infinito entdo tem
que ser infinita”. Questionada sobre como ¢ que sabia que o
tem que ir para o infinito, apontou “O ? Do limite? Porque
ele tem que ser maior tanto quanto a gente queira pra saber
qual que ¢ o limite”. Por fim, sobre a possibilidade de uma
sequéncia ser finita, disse “Acho agora que nao pode mais”.

As confusdes de Bia sobre a ideia de infinito e de limite
de sequéncias também se manifestam na resposta a Questao
2.4(d), quando ela admite que o nimero pertencera a
sequéncia pelo fato de esta ser infinita. Na resposta a Questao
1.7(b), que aborda a mesma ideia da Questdo 2.4(b), a
estudante havia apresentado um argumento circular, que
nao responde a pergunta daquele item; contudo, na primeira
entrevista admitiu que pertencera a sequéncia, usando o
mesmo argumento equivocado, relacionado a infinitude da
sequéncia, nas duas ocasides. A Figura 10 traz as respostas da
estudante para essas duas questoes.

Figura 10 - Respostas para as Questdes 1.7(b) e 2.4(d)

Questio 7 Considere a sequéncia numérica abaixo:
0,3

0,33

0,333

0,3333

0,33333

0,333333 e assim por diante ...

b) 0 nuimero é aparece nessa sequéncia? Justifique.

O v s -% s vl de
Jt((\:VJ\.UV\U‘“ ) e é - 0,333.. oo Alqamaned
Ly b =V —é"

. 1 Py P .1 s 1
O nlimero H & o limite da sequéncia, pois 3= 0,333 ... e a sequéncia tende a3 |
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Questiio 4 Considere a lista de numeros abaixo:

51

3,99

5,001

3.9999

5,00001$°

3999999 6°

5,0000001

3,99999999

e assim vor diante ...

d) O numero 3.99999999.. aparece nessa lista? Justifigque.

Sim, (oA O Mquuimao £ Dninitos

| Sim, pois a sequéncia ¢ infinita, |

Fonte: dados da pesquisa.

Na segunda entrevista, questionada sobre o significado
das reticéncias na representagio , disse “E pra sempre”; e para
justificar o fato de este nimero pertencer a sequéncia, destacou
que “Porque estad ‘e assim por diante’, entdo o proximo vai
ser , ai depois e vai indo, vai indo. E assim por diante e vai
indo, e um dia vai chegar nesse. Ele vai aparecer um dia”. A
colocag@o de Bia reitera a ideia equivocada da pertinéncia de
... a partir da infinitude da sequéncia.

As respostas e posicionamentos de Bia sobre a Questao
2.4 (a, d) (Fig. 8 ¢ 10) sdo evidéncias da auséncia de aspectos
formais e da presenga apenas de aspectos algoritmicos e
intuitivos, relativos a defini¢do de sequéncia, as ideias de
infinito ¢ de limite de sequéncias, que interpretamos como
causadores das dificuldades e dos erros cometidos pela
estudante. As limitagdes da estudante nessa questio também
indicam dificuldades com as propriedades e as caracteristicas
do conjunto dos numeros reais.

AsQuestdes 1.5e2.5avaliam as justificativas para questdes
do tipo Verdadeiro/Falso envolvendo o tema sequéncias
numéricas. Com essas questdes buscamos investigar a (E)
Dificuldade com a estrutura 16gica de demonstragdes.

Bia acertou os itens b e g da Questdo 1.5 (Fig. 11) e
apresentou justificativas erradas ou ndo justificou os demais
itens, perspectiva que indica dificuldades da estudante em
problemas deste tipo.

Figura 11 - Resposta para a Questao 1.5(b,g)
Questdo 5 Classifique as seguintes afirmagdes em verdadeiras (V) ou falsas
(F) . 3

Apresente um argumento ou um contraexemplo para justificar cada-uma das
respostas dadas (verdadeiras ou falsas).

b) () Toda sequéncia limitada & convergente.

g) (V) Toda sequéncia que converge para um determinado numero L tem
limite.
V) Oz vy
; \ Ha AL nn CA
A ,Q,m»iof/'“ by : :
3% Qi v = %
o n-p02 t

’ b) a, = cos n, cosn é limitada entre —1 < cosn < 1 porém lim cosn =2 |
n-

Ve @ ,pq,},ﬁ,uC« (e oo L, 2ogy e
% G !

ceuek ow b
1 fah }J,wtt,\ A @ Wumas L ARy

| £) Se a sequéncia converge para L, logo ela possui limite e o mesmo é iguala L |

Fonte: dados da pesquisa.

Na Questao 2.5, Bia respondeu apenas aos itens a, b e d,
deixando os demais em branco, uma indicagao de que continua

286



com dificuldades na elaboragao de justificativas. Ela repete a
justificativa dada para o item b na Questao 1.5(b).

Figura 12 - Resposta para a Questdo 2.5(b)

©pestéc S Classifigue as seguintes afirmacoes ém verdadeiras (V) ou falsas

Apresente um argumente ou um co: xemplo para Justificar cada’ uma das
<

Qacas ou fals

B) (¥ ) Toda seguéncia limitada

convergente.

v) O - con v
B et 5 (| I - wiMmt —A & o A
s, - TRl g P
[ ® @n — cosn. cos n ¢ limitada entre —1 = cosn = 1 porém lim cosn — A
=) ( T Toda sequencia limitada & convergente.
L) =4 L kA £ &

= S Do P

Mern -=
, rous o C’"\’\”"M

[® —3=senn =1 senn o limitada o ndo ¢ convergente, poin nao possui limite.

Fonte: dados da pesquisa.

Srsids

Questionada se o exemplo da Questao 2.5(b) era suficiente
para justificar a decisdo, disse “Sim, porque no caso tem que
apresentar um contraexemplo para justificar a afirmagao
falsa. Basta um contraexemplo pra negar”, posi¢cdo que
indica conhecimento da estudante em relagdo ao papel do
contraexemplo em Matematica.

Por outro lado, convidada a explicar por que a fungdo
seno apresentada ndo possui limite, justificou que “No caso
assim, se calculasse o limite de seno de , com tendendo a
mais infinito, vai dar uma coisa. E se calcular com tendendo
a menos infinito vai dar outra. Por esses limites serem
diferentes, nao tem limite”, o que indica que suas ideias
sobre o fato de a fungdo seno ndo ter limite estdo baseadas
em aspectos intuitivos equivocados e na auséncia de aspectos
formais relativos a propria defini¢ao de limite, uma vez que o
argumento sobre a contradi¢@o entre o valor dos limites para
tendendo para mais e menos infinito ndo faz sentido, posto
que esses limites ndo precisam ser iguais, mesmo que pudesse
assumir valores negativos.

Na resposta para a Questdo 2.5(d), Bia também repetiu
o argumento dado na Questdo 1.5(f), conforme destacado na
Figura 13.

Figura 13 - Respostas para as Questdes 1.5(f) e 2.5(d)

) (/) Uma sequéncia pode ter limite e nido ser convergente.
#}\ AV ‘ALW u'e 23] J\)W\J = o~ rﬁ’\’\s\M M~
P dem&u

f) uma sequéncia de lim = oo possui um limite e diverge

d) (N ) Uma sequéncia pode ter limite.e ndo ser convergente.
0\\ /U\W\J }/\-}L S )

N—vc0 ]
Usmoo  Meapudim edan ool rovsuan

Jn }JWU\ ,\‘cé\uﬁ\‘ o )\’\%AV\AKJS M:qu

I cute  Sunogenth

d) lim n+ 1 =00 Uma sequéncia pode possuir um limite igual ao infinito porém ela
n—w

é dita divergente

Fonte: dados da pesquisa.

Na entrevista, ao ser questionada sobre o que significa
‘ter limite’, Bia explicou que “E... ter um... resultado... pera
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(pausa) E ter um limite que existe”. Em seguida, reafirmou
que o exemplo ¢ um caso que tem limite e ¢ divergente e
que isso justifica a afirmagdo destacada na Figura 13 ser
verdadeira, emendando: “Nao ter limite ¢ quando o limite ndo
existe. No caso do seno”.

Neste caso, Bia indica confundir o limite infinito com a
expressao ‘possuir limite’. Entendemos que a confusdo da
estudante pode ser explicada pelo uso de notagdes do tipo e
por um tipo de ensino que nao valoriza a interagdo de aspectos
formais da defini¢do de limite, que relaciona a existéncia
do limite a um numero real, com aspectos algoritmicos das
técnicas de calculo de limites.

Para a Questdo 2.5(a), Bia apresentou um exemplo de uma
fungdo que ¢ decrescente e que converge para . Neste caso, a
estudante exibe uma resposta diferente daquela dada a Questao
1.5(a), quando tentou uma argumentacao para justificar sua

decisao de que a afirmag@o ¢ verdadeira (Figura 14).

Figura 14 - Respostas para as Questdes 1.5(a) e 2.5(a)

a) (V) Toda sequéncia de termos estritamente positivos que converge
para 0 é decrescente.

@) Par Maes - peplanes I mes peduies
A | i

poves LoV panas 008 | Gpaa (ot £ e ogus

SN quadhhendh o T e ‘APW'M:‘PTDO e

LA RAF WJY,W ol

a) Pois uma sequéncia de termos positivos para convergir para zero, graficamente, € necessério estar no 1°,
quadrante e ter uma aproximag3o ao eixo 7, logo ela decresce.

a) (V) Toda sequéncia de. termos estritamente positivos que converge
para 0 é decrescente.. : .

1, .1
a) @, = — 6 decrescente lim==
n noxom

Fonte: dados da pesquisa.

Na entrevista, questionada se o exemplo apresentado na
Questdo 2.5(a) justifica sua posicdo de que a afirmagdo ¢
verdadeira, disse “Nao, ndo justifica, mas eu ndo conseguiria
justificar de outra forma, entdo pra ndo deixar em branco,
achei melhor por um exemplo pra... pelo menos... me ajudar
a pensar mas eu nao consegui sair do lugar”’; embora, nesse
comentario, Bia mostre clareza com relacdo a constru¢ao
de justificativas em Matematica, nos parece bastante grave
que ela, ainda assim, sustente um exemplo associado a uma
afirmacdo que considerou verdadeira.

Bia considerou, no 2° Questionario, os itens ¢ € € como
verdadeiros e deixou o item f em branco, mas nao apresentou
justificativas para nenhum deles (Figura 15). Na entrevista,
disse ndo saber justificar o item ¢, mas que se lembrava
vagamente de ter visto algo semelhante em aula. Também

deixou este item sem justificativa no 1° Questionario.
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Figura 15 - Resposta para a Questao 2.5(c,e,f)

c) (\/) Dada uma sequéncia a,, sempre é possivel encontrar um intervalo
numérico do tipo Ja,b[ que, a partir de certo indice n, contenha todos
os termos dessa sequéncia.

e) (\/) Toda sequéncia convergente é limitada.

£) . { ) Se uma sequéncia a, satisfaz |a;| <o, entdo a, é limitada.

Fonte: dados da pesquisa.

No item e, afirmou que ficou confusa no dia da realizagdo
do 2° Questionario; que primeiro marcou falso, depois mudou
para verdadeiro, mas ndo soube justificar. Na entrevista,
mudou de ideia novamente, disse que achava que a afirmagao
era falsa e, ainda em davida, acrescentou ‘“Nao sei, pera.
Porque se o... 0 seno ¢ limitado mas ndo converge, mas...
agora... Limitada é quando ¢ limitada dos dois lados, né?”.

Na continua¢do da discussdo, convidada a dar um
contraexemplo para justificar a falsidade, Bia levou algum
tempo e passou a pensar sobre a sequéncia da Questdo 2.1,
. Ao reanalisar o grafico construido (Fig. 16), disse “Aqui,
no caso, eu acho que ele ndo vai ser maior que 2, s6 que
aqui ele vai sempre estar diminuindo, ele nunca vai chegar
no 1 (...), ele ¢ limitado aqui (indica o ) mas nao ¢ limitada
aqui embaixo (indica a linha pontilhada por 1), entdo ndo ¢
limitada”, reiterando incompreensdes sobre o conceito de
sequéncia limitada.

Figura 16 - Resposta para a Questdo 2.1

Questdo 1 Apresente uma representacdo grafica para a sequéncia numérica cujo
termo geral é dado por %:%1 .
-

Se a sequéncia possuir limite, indigue-o na
representagéo. IN) )

Fonte: dados da pesquisa.

No item f (Figura 15), Bia tinha originalmente marcado
que a afirmacdo era falsa, mas apagou e deixou em branco.
Questionada na entrevista, disse acreditar na falsidade,
mas “(...) por que eu ndo sei. Eu acho que s6 esse modulo
de menor que o infinito ndo... ndo me diz que a sequéncia ¢
limitada. Nao sei”.

As respostas e considera¢des de Bia sobre os itens ¢, e
e f revelam dificuldades da estudante com aspectos formais
da definicdo de convergéncia e com a ideia de sequéncia
limitada. O fato de se lembrar de ter sido apresentada a
definicdo, mas ndo conseguir articular elementos basicos do
conceito na resolucdo desses itens indica um tipo de ensino
que ndo explora as relagdes presentes na defini¢do e que nao
promove, assim, a articulagdo entre aspectos algoritmicos e
formais dessas ideias.

Na segunda entrevista, solicitamos que Bia identificasse a
hipétese e a tese dos itens da Questdo 2.5, e o fez corretamente
em todos os casos. Disse que os professores de Geometria e
Algebra ensinaram e solicitaram que os estudantes fizessem
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esse tipo de reconhecimento. E interessante observar
que, mesmo sendo capaz de fazer isso com clareza, ndo
conseguiu apresentar nenhuma demonstragdo na Questdo
2.5. Entendemos ser esta uma situacdo que mostra que
apenas o conhecimento de estruturas formais nao ¢ suficiente
para conferir aos estudantes a capacidade de colocé-las em
funcionamento na resolugdo de problemas.

Demaneira geral, embora Biatenhamostrado, naentrevista,
alguma clareza com relagdo ao papel das justificativas em
Matematica, a comparagdo das respostas apresentadas nos
dois questionarios aponta que a estudante ndo avangou na
capacidade de argumentar e de elaborar justificativas. Espera-
se esse tipo de capacidade dos estudantes ao final do curso de
Licenciatura em Matematica.

As Questdes 1.6 e¢ 2.6 avaliam a capacidade dos
participantes em classificar representagcdes graficas de
sequéncias segundo alguns conceitos (Fig. 17). Com essas
questdes buscamos investigar a (F) Dificuldade em classificar
sequéncias numéricas em crescente, decrescente, limitada,
possuir limite e (G) Dificuldade em relacionar a ideia de
convergéncia com o limite de uma sequéncia. Os graficos
apresentados nas questdes foram retirados de Oehrtman et al.
(2014).

Na Questao 2.6 (Figura 17), Bia ndo utilizou a expressao
‘limitada’ nos graficos A, B, C ¢ D; ndo utilizou a expressio
‘mondtona’ nos graficos C e D; aplicou este conceito
equivocadamente para B e E; e ndo aplicou o conceito
‘divergente’ no grafico E.

Figura 17 - Resposta para a Questdo 2.6

Questio 6 0s graficos a seguir representam sequéncias numéricas. Admitinde
que os comportamentos indicadoes nos grafices persistam, classifique essas
sequincias em: .

di & d e

limite infinito, rossui limite, constante,

limitada,
sem limite, monétona.
Em cada caso, apresente todas as classificagées possivels.

Coleque suas respostas logo Jabaixo de cada grificoe.

. \
ifcoA grafico 8
Comringmh Tnenalave
) A U il
grifico C grafico D itico g

(Erﬁrﬁ}\<§nétl (ggyvvey\%fpfkl ) Vv«Bvx(?%*&V\QJ
pehaul oo i Lirmkodow
ConiFonds, Oustaniy Jorn Liva L

Fonte: dados da pesquisa.

Na entrevista, Bia voltou a mostrar ideias equivocadas
sobre o conceito de sequéncia limitada, apontadas na discussao
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sobre a Questao 2.5. Questionada sobre o que entende por
‘limitada’, disse “Aqui (grafico E), no caso, tem o limite
inferior e o superior, ¢ limitada dos dois lados”; sobre o grafico
D, Bia reiterou que a sequéncia ndo ¢ limitada e justificou que
“Essa aqui ta... continuando aqui até o 4, né¢? Nunca vai ser 4,
j& ndo tem um dos limites de cima” e, referindo-se ao inicio
deste grafico D, emendou “E aqui embaixo também ta vindo
la do infinito também, igual aquela outra 14”, lembrando-se da
resposta dada ao mesmo grafico no 1° Questionario.

Sobre o grafico C, justificou que ndo ¢ limitado “Porque
ele ¢ constante”. As explica¢des de Bia indicam que aspectos
intuitivos com que ela interpreta os graficos ndo interagem
com aspectos formais da definigdo de sequéncia limitada.
Além disso, as colocagdes de Bia sobre o conceito de
sequéncia limitada revelam que suas incompreensdes ndo se
restringem a este conceito, mas também incluem a definigao
de sequéncia, situagdo evidenciada no comentdrio sobre o
grafico D.

Sobre o conceito de sequéncia mondtona, Bia disse que
¢ “Quando ¢ crescente e decrescente”; convidada a explicar
melhor essa posigdo, apontou o grafico B e reiterou “E,
decresce, cresce, decresce, cresce, ai entdo ela ¢ mondtona”,
indicando que confunde este conceito com o de sequéncias
que oscilam.

No caso da expressao ‘divergente’, que nao utilizou, Bia
disse que ser divergente ¢ “Ter limite igual ao infinito”. Ao ser
questionada se a sequéncia do grafico E ¢ divergente, explicou
“Nao, ela € sem limite. (...) Ah, é porque ela... teria no caso um
limite pro infinito e o outro pro menos infinito”. Novamente,
a posicao da estudante revela incompreensdes de natureza
formal relativas a definigdo de convergéncia e que ela ndo
tem clareza sobre o estudo do limite de sequéncias, quando
cita “pro menos infinito”, situacdo que ja havia apresentado
(Figura 12).

As classificagdes de Bia para os graficos da Questao 2.6
nao foram muito diferentes daquelas apresentadas por ela para
os mesmos graficos na Questdo 1.6 e revelam dificuldades com
aspectos formais dos conceitos destacados nessas questdes,
que sdo substituidos por aspectos intuitivos equivocados e
restringem a capacidade de interpretacdo e de resolucdo de
problemas dessa estudante.

A Questao 2.3 trata do uso da defini¢do de convergéncia
de sequéncias e dos elementos envolvidos nessa defini¢do
para avaliar a (E) Dificuldade com a estrutura logica de
demonstragdes; a (G) Dificuldade em relacionar a ideia
de convergéncia com o limite de uma sequéncia e a (H)
Dificuldade em lidar com a definigdo de limite de sequéncias,
apontadas pelos docentes entrevistados.

No item a, Bia apresenta uma resposta que indica que
ela ndo entende a escrita formal estabelecida no enunciado,

conforme destacado na Figura 18.
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Figura 18 - Resposta para a Questao 2.3(a)

Questdo 3 a) Explique, com suas palavras, o que significa dizer que dade
qualquer £>0, existe um numero natural N tal gue, se n > N, entdo

QA1 3 L v Qs Mg f“’\ﬂ AN

v oW a3 7 e )
QU B0 QAT

T T e L

2n%+1
]——3-— 1| <e.
n

| (Eu acho) Que significa dizer que a sequéncia nio possui limite ou que seu limite & igual a zero |

Fonte: dados da pesquisa.

Na entrevista, questionada se havia visto algo semelhante,
apontou lembrar-se das aulas de Sequéncias e Séries e disse
“Eu vi algo parecido com isso, eu ndo lembro (...) Eu lembro
que tinha épsilon, tinha tipo... Epsilon maior que alguma
coisa, vai ter o0 maior que néo sei o que e tinha uma conclusao
também, mas eu ndo lembro”. Essa colocacdo revela que,
apesar de ter sido apresentada a essa defini¢do, esta ndo
foi explorada de maneira significativa para a estudante. De
fato, ela reitera que se lembra de o professor ter destacado e
utilizado algo parecido em sala, mas, ao ser questionada se foi
discutida, emendou “Nio, ela veio ja pronta. Ela veio escrita
dessa forma e tipo, entdo, significa que isso ¢ isso e isso e
iss0”, colocag@o que corrobora uma proposta de ensino que
nao valoriza a interag@o de aspectos algoritmicos, intuitivos e
formais, conforme temos apontado neste trabalho.

Naresposta a Questao 2.3(b), Bia sustenta que a afirmagao
¢ falsa, mas o argumento apresentado indica que ela, na
verdade, nao percebeu o erro colocado propositalmente no
enunciado, conforme destacado na Figura 19.

Figura 19 - Resposta para a Questdo 2.3(b)
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Fonte: dados da pesquisa.

Na entrevista, questionada sobre o porqué de ter calculado
o limite da expressdo , obtida a partir da simplificacdo da
expressdao dada no modulo do item a, disse “Eu acho que eu
pensei assim: eu calculei o limite pra saber que essa sequéncia
nao chegaria no limite, no caso aqui seria a mesma coisa do
outro (Questdo 2.1), que sempre o de cima vai ser 1 maior”.
Convidada a justificar as razdes desse calculo de limites,
sustentou “(Pra saber) que ele ndo vai chegar nesse limite.
Porque aqui ta falando que tem que ser menor que o épsilon e
o épsilon ¢ maior que zero. SO que no caso se 0 meu €psilon
fosse 1 ele ndo ia ser menor do que o épsilon porque ele nao
vai ser menor do que 1.
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As explicagdes de Bia para a resposta apresentada reiteram
que ela ndo tem clareza sobre o funcionamento dos elementos
presentes na escrita formal da defini¢do de convergéncia e
confunde aspectos algoritmicos relacionados ao calculo de
limite e essa escrita formal. Ela disse nunca ter trabalhado
com essa defini¢do nas disciplinas sobre sequéncias, que se
lembrava de o professor té-la apresentado nas aulas, mas
reiterou que nunca teve de utiliza-la.

A analise das justificativas e comentarios de Bia sobre a
Questao 2.3 revelam que ela ndo conhece a definicdo formal
de convergéncia de sequéncias e ndo desenvolveu, em
quatro anos de formacao, habilidades basicas sobre técnicas
de demonstragdo. Também se destaca o fato de Bia nao ter
indicado evolucao na maioria das respostas apresentadas para
as questdes que se repetiram no 2° Questionario. De fato, ela
voltou a repetir erros e dificuldades observados nas questdes
do 1° Questionario, como evidenciamos na discussao.

Consideracgoes Finais

De maneira geral, as analises e discussdes reavaliadas
corroboram a posi¢do que defendemos no inicio da analise
dos protocolos de Bia, de que a estudante apresenta uma
prevaléncia de aspectos algoritmicos e intuitivos em suas
respostas e observacdes, que invariavelmente ndo estdo em
interagdo com aspectos formais sobre os conceitos e ideias
explorados nos dois questionarios.

Além disso, Bia também ndo mostrou evolug¢do com
aspectos formais relativos a construg@o de justificativas em
Matematica. A analise da Questao 2.5 (Fig. 14 e 15) ¢ uma
evidéncia dessa situagdo, pois ela repetiu interpretagdes
incorretas, apresentadas no 1° Questionario. Essa perspectiva
reitera a posi¢do colocada por Bisognin et al. (2016), que
destacam que futuros professores baseiam suas justificativas
em elementos concretos, indicando um estagio de matematica
prética.

Ao considerar os erros de Bia referentes aos conceitos
de convergéncia de sequéncias, observados na analise das
Questoes 2.3 e 2.5, e a definicdo de sequéncia numérica
(Questdo 2.4), parece bastante dificil que ela tenha conseguido
expandir seus conhecimentos acerca de conceitos como 0s
de fungdo e de convergéncia de fungdes, objetos centrais
no estudo de sequéncias numéricas. Essas dificuldades,
entendemos, estdo relacionadas diretamente a auséncia de
intera¢do de aspectos algoritmicos e intuitivos com aspectos
formais dos conceitos e ideias.

Outros autores também destacam dificuldades de
estudantes na aprendizagem de limite e de convergéncia
de sequéncias. Keene et al. (2014) propdem primeiro o
desenvolvimento de ideias intuitivas sobre o conceito de
limite de sequéncias, que depois seriam confrontadas com a
definicao formal, o que levaria estudantes ao entendimento
deste conceito. Discordamos dessa posi¢ao, pois entendemos
que a interagdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais
deve permear todo o processo de aprendizagem de um
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conceito matematico, desde o principio, e ndo que intuigdes,
algoritmos e formalismos sejam tratados separadamente.

Nossa investigacao reitera muitos dos aspectos apontados
por Nardi (2014), que destaca dificuldades com o formalismo
- e com a atribui¢do de significado a definicdo formal de
limite, que sdo evidenciados na analise da Questao 2.3.

Ocehrtman et al. (2014) destacam que disciplinas de Céalculo
deveriam antecipar os desafios cognitivos que os estudantes
experimentardo no processo de formalizagdo do conceito de
convergéncia e estabelecer uma base na qual os aprendizes
poderdo se apoiar para a compreensdo de definigdes formais.
Conforme defendemos, grande parte das dificuldades de Bia
pode ser explicada pela ndo interag@o de aspectos algoritmicos,
intuitivos e formais no estudo de sequéncias numéricas e,
nesse sentido, concordamos com esses autores ¢ acreditamos
que disciplinas iniciais de Célculo também devam explorar
aspectos formais relacionados ao conceito de limite de fungdes
e de sequéncias. Nao se trata, evidentemente, de resgatar
abordagens excessivamente formais, de fracasso evidente nos
processos de ensino e de aprendizagem de Calculo e Analise,
mas entendemos que algumas perspectivas mais formais do
conceito de convergéncia podem favorecer o amadurecimento
dos estudantes e propiciar-lhes melhores condigdes no estudo
de temas mais avan¢ados, como os discutidos em uma
disciplina de Analise Real.

Entendemos, ainda, que essa perspectiva pode ser uma
resposta para a questdo colocada por Pinto (1998), sobre o
fato de licenciandos em Matematica evitarem o formalismo e
aceitarem explanagdes pouco rigorosas. Novamente se coloca
uma questdo para futuras pesquisas, sobre o papel do ensino
de Calculo em Cursos de Licenciatura em Matematica.

Por fim, reiteramos que um tipo de ensino que valorize a
interagdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais pode
colaborar para uma formagao mais abrangente e articulada de
conceitos, ideias e representacdes em Matematica.
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